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6-1 - Espaces vectoriels
1. Applications linéaires
Siue Z(E,F),alors: (Vx € E, xz€keru <= u(z)=0p)
(VyeF, yelm(u) < drekFE, y=ux))
et westinjective <= ker(u)={0Og} .
u est surjective <= Im(u)=F
u € Z(FE) est un projecteur de E <= wou = u.
Si u est un projecteur, alors F = keru @ Imu et Imu = ker(u — Idg).
1
u € Z(F) est une symétrie de £ <= wuou=Idp <= E(u + Idp) est un projecteur.
2. Sous-espaces
F' est un sous-espace vectoriel de F d:ef (F £ 0 et V(x,y,\) € F?xK, \x+ye F) .
Soit F' et G deux sous-espaces de E.
2 €EF+G <= y,2) eFxXG, z=y+z
2 € F®G <= My,2) e FxG, z=y+=z

3. Récurrences linéaires
Soit u € CN vérifiant Vn € N, Upt2 — Alpi1 — bu, = 0.
Soit : EC : 1> —ar — b =0 et A son discriminant.
Si A #0, alors 3!(ky, ko) € C?, Vn €N, u, = k7l + korl.
Si A =0, alors 3!(k1, ke) € C%, VneN, u,= kirl + konr?.

6-2 - Dimension des espaces vectoriels

, P
(x:)1<i<p est une famille libre de E d:ef V(A;) € KP, Z Aiz; =0 = (N;) = Oge.
k=1

, p
(x:)1<i<p est une famille génératrice de E d:ef Yye E, 3(\)eKP, y= Z iy
k=1

(x;)1<i<p est une base de E déf (x:)1<i<p est libre et génératrice.
Si E est de dimension finie, alors :
(F = (x:)1<i<p est une base de F) <= (dimFE =p et F est libre ) <= (dim E = p et F est génératrice ).
Soit F' et G deux sous-espaces de E.
dim(F + G) + dim(F N G) = dim(F) 4+ dim(G) et
(F &G existe) < FNG={0g} < dim(F + G) =dim(F) + dim(G).
Thm du rang : Si v € Z(E, F) et E est de dimension finie, alors
dim(E) = dim(Keru) + rg(u).
Siue Z(E,F) et E est de dimension finie, alors :

(u est un isomorphisme ) <= (dim F = dim F' et u est injectif ) <= (dim F = dim F' et u est surjectif ).

6-3 - Calcul matriciel

1. Ensembles de matrices
— M p(K) est un K—espace vectoriel de dimension np dont (E; ;) est la base canonique. Si n = p, les
sous-espaces des matrices symétriques / antisymétriques en sont deux sous-espaces supplémentaires.
— Le produit de A € 4, ,(K) par B € .#,,(K) existe si et seulement si p = ¢ et est alors C € 4, ,(K)

de terme général
P
Cij = ) @iibj-
k=1

— Soit A € A, ,(K) et (Ch,..,Cp) ses vecteurs colonnes. rgA _déf dim(Vect(Ch, .., Cp)).
Le rang d’une matrice A est invariant par les "opérations élémentaires" (transvections et dilatations).

(A e My, ,(K) est derang r) — (3(U,V) € GL,, x GL,, A=UJ,V).
rgA =1g'A.
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— L’ensemble GL,,(K) des matrices carrées d’ordre n inversibles est un groupe multiplicatif.
Soit A € A, (K) et (Ch,..,C,,) ses vecteurs colonnes.

A est inversible (ou réguliere) <= rg(A)=n <= (Cy,..,C,) est une base de K".

2. Matrice et application linéaire
A= mat(ej),(ai)u <— Vj, u(ej) = Zai7j5i,
i

ie la jieme colonne de A contient les coordonnées de u(e;) dans (g;).
Soit A € A, ,(K) et (C4,..,C)p) ses vecteurs colonnes. rgA _def dim(Vect(Cy, .., Cp)).
Si A = mat(c,),,)u, alors rgA = rgu = dim(Imu).

3. Matrice et changement de base

A € My n(K) est inversible <= ((CY,...,Cy) est une base de K").
Soit P(€ GL,) = matp(B’). Alors les "formules de changement de base" sont :

X =PX'
et A= PA'PL.

Si A € GL,(K), on calcule A~ en écrivant que A = mat,,(u;) et en cherchant la matrice mat,,, (e;).

4. Systéme linéaire
Un systéme linéaire AX = B est de Cramer si et seulement si det(A) # Ok
Son unique solution est alors donnée par les formules de Cramer :

. det(B,Cg,...,Cn) o det(Cl,...,Cj_l,B,Cj+1, ,Cn) . det(Cl,Cg,...,B)
= det(A) T det(A) et = det(A)




