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1. Prouver que (A, B) — tr(*AB) est un produit scalaire sur ./, ,(C).
2. Soit F et G des sous-espaces de E euclidien.
Prouver que (FY)* =F,(F+G)* =F* NG+, (FNG)* = F*+ +G*.
3. Si B € #np(R), prouver que rg(*BB) = rg(B) = rg(B'B).
4. Soit A une matrice symétrique réelle. Prouver que sp(A) C Ry <= VX € #,1(R), *XAX > 0.
5. Soit u un endomorphisme symétrique d’un espace euclidien E. Prouver que ker u = (Im(u))*
et Imu = (ker(u))™*.
6. Soit a,b dans un espace euclidien E tels que ||a|| = ||b|| et a # b. Prouver qu’il existe une
réflexion r et une seule telle que r(a) = b.
7. Résoudre dans .#, »(R) I’équation M tM M = I,,.CCP-Centrale b1-100
1
8. Pour (P, Q) € (R,[X])?, soit (P,Q) = / 1/17_'_2P(t)Q(t) dt. Démontrer qu’on définit ainsi
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un produit scalaire sur R, [X].
Pour P € R,[X], on pose [¢p(P)](t) = (t* — 1)P"(t) + (2t + 1) P’ (t).
Démontrer que ¢ est un endomorphisme symétrique de R,,[X] et déterminer ses valeurs
propres. B1-61
9. Soit E un espace euclidien et n sa dimension. A toute famille (x;)1<;<p de vecteurs de E on associe la ma-
trice G(x1, ..., xp) € Mp ,(R) de terme général (x;|z;) et le déterminant Gram(x1, ..., xp) = det(G(z1, ..., zp)),
appelés respectivement matrice de Gram et déterminant de Gram de la famille (z1, 2, ..., Tp).
(a) Démontrer que rang(G(z1,x2, ..., xp)) = rang(i, T2, ..., Tp).
Démontrer que, si (z1, 2, ..., Zp) est libre, Gram(z1, za, ..., ) > 0.
(b) Soit F' un sous-espace de E, p sa dimension et (eq, eq, ..., e,) une base de F.
Démontrer que : Vx € E d(z, F)* = Gram(@, e1, €3, .. 6p).
Gram(ey, e, ..., €p)
En déduire que Yp € N*  ¥(z1,29,...,7,) € EP  Gram(w1,xa,...,zp) < ||l21]*... ||z |?. (Inégalité de
Hadamard) Etudier les cas d’égalité. bl-44
10. E est un espace euclidien. Prouver que, si p et q sont deux projecteurs orthogonaux de E, alors p o q est
diagonalisable.
On pourra prouver successivement :
— que p o q o p est diagonalisable,
— que toute valeur propre non nulle \ de p o g o p est valeur propre de po q et Ex(pogop) C Ex(poq),
— que rg(poq) <rg(pogop). b1-011
11. Soit f : R™ — R™ vérifiant ¥(z,y) € (R™)? || f(z) — f@)| = |y — z| et £(0) =0.
Montrer que f est un automorphisme orthogonal. Centrale B1-92
12. On munit £ = R,[X] du produit scalaire : Pour P = ZaiXi et Q = Z biXi, (PIQ) = Z aib;.
Soit H = {P € E/P(1) = 0}. ' ' '
(a) Trouver une base orthonormée de H.
(b) Calculer d(X, H). b1-005
13. Soit R* considéré comme un espace euclidien orienté. On note U la sphére unité : U = {X € R®; || X| = 1}.
5 1 4
(a) Soit B = <1 5 4). Montrer que VX € R*\ {0}, *XBX > 0.
4 4 6

g: U — R
X = 'XBX’

(b) Montrer que 3!S € #3(R), S>=B et VX € R?, 'XSX > 0.

On définit Montrer que g atteint un minimum positif que ’on calculera.

f: R? - R
(c¢) Soit (@, 2) 2zy + 2yz .
T 522 + 5y2 + 622 + 22y + S8zz + Syz

Montrer que f est bien définie et qu’il existe une matrice réelle symétrique T telle que :

X T X,

VX = <y> ER’\{0}, flz,y.2) = XX

z
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(d) En déduire que cette fonction est bornée, atteint ses bornes et les calculer.
Centrale b1-019

Soit E un espace euclidien et p un projecteur de E. Démontrer ’équivalence des propriétés :

— p est un projecteur orthogonal

-vVzeE |p) <z

- V(z,y) € E* (p(x)ly) = (z|p(y)). B1-28
Soit A € M (R) telle que A* + A® + A = 0. Montrer que, si A est symétrique, A = 0. CCP b1-47

1
Démontrer que (f,g) — (P, Q) = f(t)g(t)dt est un produit scalaire sur R[X].
-1

Soit f: P — (X* —1)P” 4+ 2X P'. Démontrer que f est un endomorphisme de R[X] vérifiant

V(P,Q) (f(P),Q) = (P f(Q))

et que R, [X] est stable par f.
Démontrer I’existence d’une base orthonormale (Lo, L1, , Ly, -+ ) de vecteurs propres de f. Démontrer que

VneN Ian,bn,cn) €R® Lnyr = (anX +by)Ln + cnln 1

Centrale-CCP b1-042

1 2 3

Soit A = (1 3 2). Montrer qu’il existe une matrice triangulaire supérieure T' et une matrice orthogonale S
1 4 1

telles que A =TS. CCP b1-033

Soit E euclidien de dimension > 3, (a,b) une famille libre de deux éléments unitaires de E. On définit f: E — E
par :
Ve € E, f(z) = (a,z)a+ (b, x)b.
Montrer que f est un endomorphisme symétrique de F.
Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de f. B1-103
Soit M € GLn(R),a € R* tel que "M = M~" +al, et B="MM.
Montrer que B est symétrique.
Montrer que M est diagonalisable.
Déterminer un polynéme annulateur de M.CCP b1-012
(a) Montrer que ¢ : (X,Y) — tr(*XY) est un produit scalaire.

(b) On note C(A) = {X € .#,(R), AX = X A}. On introduit |/ ° ///’)‘((R) - Ajfi(ﬂi) R
Montrer ’équivalence des deux propriétés suivantes :

(1) I existe Xo € #»(R) tel que B = AXo — XoA.

(2) Quel que soit X € C(A),tr(BX) = 0.

Mines b1-051



