Ex0.10 - Dérivée, primitive 2010/2011

Y
t

. Prouver que, pour tout a € R, y — / et” dt est un C°° —difféomorphisme de R sur R et

a
déterminer le DL, en 0 de la fonction réciproque.

. Soit f une fonction de classe C2 de R dans R™ telle que f et D?f soient bornées sur R.

Montrer que Df est bornée sur R et que ||Df|loc < v/2 [|flloo]|D2f|loo- (On pourra utiliser

des développements de f(x + h) et f(zx — h)) C4-020
= dt
3. Etude et courbe représentative de | x — / —_— . C6-017
1/xz V 1+ 3
€T
4. Soit f une fonction continue de RT dans Rt vérifiant 3k > 0 Ve >0 flz) < k/ f-
0
Démontrer que f = 0. C6-011
LS| [k
5. Soit A, = - — 0 1)+ 2 — .
=[5 (f( )+ 1) + Zf(n>>
(a) On suppose f € C*([0,1]) et f' lipschitzienne sur [0, 1] ; démontrer que lim nA,, = 0.
1
(b) Onsuppose f € C*([0,1]) et f” lipschitzienne sur [0, 1] ; démontrer que lim n*A,, = T (f'(0) = f'(1)).
xr
k
On pourra utiliser des développements de Taylor de la fonction Gy, : © +— / fen —. C6-100
k n
. e <0 = f(z)=0
. fi
6. Soit f dé mepar{ 250 = f(iﬁ):@_l/ac
Montrer que f est de classe C* sur R*.
Montrer que f(") () = P, (l) e /" ot P, est un polynoéme dont on précisera le degré. Montrer que f est C™°
X
sur R et calculer £ (0).
Déterminer g de classe C*™ sur R, positive strictement sur |a, b[ et nulle partout ailleurs. Mines c4-006
7. Soit f une fonction C* de R dans R telle que V(z,y) € R* flz+y)fl@z—y) < f(x).
Démontrer que : Vz € R @) (z) < (). C4-003
8. Soit f continue sur [a,b] & valeurs dans R} et n > 2.
(a) Montrer qu’il existe a = zo < z1 < ... < Zn = b tels que :
Ty 1 b
Vke [1L,n], / f(t)dt:f/ f(¢) dt.
Tp_1 n a
NS
(b) Calculer nEToo - ; flxk).
Mines c4-008
9. Soit f une fonction dérivable sur R vérifiant f o f(z) = ax + b ol a et b sont deux réels, a # 0 et a # 1.
(a) Montrer que f est monotone, bijective et que a est positif.
(b) Trouver une relation analogue pour f'.
(c) Montrer que f' est constante, puis exprimer f.
(d) Dans le cas ou a = 1, montrer que b est nul ou f croissante.
Centrale c4-047
10. Prouver que |—n/2,7/2[ — R admet une réciproque (y — x = F(y).
x — y=tanx —x
; 2 T a1 | a2 1
Existence et calcul de (a1, a2) € R” tel que F(y) = 5+ v + 2 + 0y—o <y2> c4-059
11. Etudier la fonction F définie sur R%. par F(z) = ¢'/* e Mtdt. C6-084

o
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12.

13.

14.

Soit f une fonction définie et continue sur [0 1] et telle que Vz € [01] f(z) = / f(t —t*)dt.
0
Montrer que, si M = sup |f(¢)], alors Vz € [01/2] |f(z)| < M/2.

0<t<1/2

En déduire la valeur de f. C6-076

Soit f une fonction continue de R dans R vérifiant Vo € R flz) = / f(t) dt pour une valeur a €]0 1J.
0

Démontrer que f est la fonction nulle. Mines C6-024
2z+y
Déterminer toutes les fonctions g continues de R dans R telles que : V(z,y) € R*, g(z) — g(y) = / g(t) dt. C6-034
42y



