Exo0.09 - Réduction des endomorphismes 2010/2011

. Soit A = i i) ; donner les valeurs propres de I’endomorphisme w4 défini sur .#2(R) par
ua(M) = AM. Est-il diagonalisable ? CCP
1 0 1 1 0 1
.Soit A= |0 3 —2]. Montrer que A est semblable a B= |0 1 1| . Calculer A™ pour
0 2 -1 0 0 1
n € N. CCP

. Soit u,v deux endomorphismes de E, C—espace vectoriel de dimension finie tels que u et v

commutent. Prouver qu’il existe un vecteur propre commun a u et v

. Soit n € N* et A € #,(R) telle que tr(A) # 0. On définit

Frod® - M (R)
M — (trA)M — (trM)A

Montrer que f est un endomorphisme diagonalisable de ., (R).
Déterminer les éléments propres de f.

5. Soit A € GLg(R) tel que A® — 342 + 2A = Og et tr(A) = 8. Déterminer 4.

6. Soit A une matrice de rang 1. Déterminer son polynéme caractéristique et ses éléments
propres.

7. Prouver que toute matrice de .#,,(C) est limite d’une suite de matrices diagonalisables. (L’ensemble des
matrices diagonalisables est dense dans .#,,(C))

8. Soit M € GL,(C) telle que M? soit diagonalisable. Démontrer que M est diagonalisable.

9. Soit u,v, f trois endomorphismes de E, K-espace vectoriel de dimension finie tels qu’il existe (A, p) € K?
tel que : f = Au+ pw, 2 = XNu+ po, f3 = Xu+ p®v. Montrer que f est diagonalisable et que
VneN, f"=X"u+ p"v.

10. (a) Soit A, B deux matrices carrées d’ordre n. Calculer whn 4 X I On .
B I, B I,
Démontrer que, pour toutes matrices carrées A et B, AB et BA ont méme polynéme caractéristique.
(b) Dans cette question, on suppose seulement que A € #,, ,(K) et B € 4, »(K).
Comparer les polynémes caractéristiques de AB et BA.
On pourra utiliser une factorisation de A de la forme A = UJ,V ou U et V sont inversibles et
J I, 0
" \0 0
11. Soit A € My n(C).
(a) Démontrer que A est nilpotente si et seulement si x4(X) = (—X)".
t
(b) Exprimer le développement limité d’ordre n + 1 en +oo de F(t) = XAEt; au moyen des nombres
XA
tr(AF).
(c) Démontrer que A est nilpotente si et seulement siVk € [1,n], tr(A*) =0
Centrale
1 a 2b—ac
12. Soit (a,b,c) € CetM=|0 0 c . Diagonaliser M. CCP
0 0 -1
13. Soit A € My( R) telle que : A*> = A + I,,. Démontrer que det A > 0.
0 0
14. (a) Soit A = 4 0 |.Résoudre Péquation X? = A, puis X* + X = A.
1 0 -1
-2 0 1
) Soit A= -5 3 0 | etsoit X € .#,(R) vérifiant X* — 3X = A. Montrer que AX = X A.
—4 4 =2

Résoudre 'équation X? — 3X = A.CCP
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

(c) Résoudre dans .#>(C) équation X 4+ X* = (1 1).Centmle

1 1

Soit w un endomorphisme de E, espace vectoriel de dimension finie et ® I’endomorphisme de Z(F) défini par
®(v) = uowv. Montrer que ® est diagonalisable si et seulement si u l'est. Si u est diagonalisable, que dire de
Yp:vuov—vou? Centrale

A= (_II" _II") est-elle diagonalisable ?

Onn A

Soit A € A, (K). Déterminer le polynéme caractéristique de B = ( I o
n nn

)7 en fonction de celui de A. CCP

Soit u un endomorphisme d’un R—espace vectoriel de dimension finie, vérifiant u® 4+ u = 0. Montrer que u est de
rang pair. CCP

(a) Soit u € Z(K") canoniquement associé & A € #,(K) et H un hyperplan de K" d’équation
n
Z a;x; = 0 dans la base canonique.
g

Montrer que H est stable par w si et seulement si : est un vecteur propre de ‘A.

(670

1 1 0
(b) Trouver les sous-espaces de R? stables par u canoniquement associé a la matrice A= | -1 2 1
1 0 1
01 0
Existe-t-il X € .#3(C) telle que X*> = Aavec A= [0 0 1 |? Généraliser.
0 0 0
_ det(A+ X'X
Soit A € GL,(K) et X € My 1(K). Démontrer : tr(XA™'X) = % -1
0 n
. 1 . (o) ) )
Soit A = € Mn+1(R) . Déterminer ses valeurs propres et ses vecteurs propres. Centrale
(0) SR

n 0

Pour (a1, ...,an) € C" donné, on considere la matrice M telle que :
Vie [L,n] mpi=min=ua;; (i#mn etj#n)=m; =0.

Soit Ap(ai,...,an) = xm(X).

(a) Calculer A, (a1, ...,an). Etudier les valeurs propres de M et leur ordre.

1
(b) Démontrer que M = ©) g est diagonalisable et la diagonaliser.
1 2 3 4
0 0 1 A 000
(c) Démontrer qu’il existe (A1,A2) tel que M = [0 0O 1 soit semblable & T"= | 0 A2 1 | et
11 2iv2 0 0 X

déterminer une matrice de passage P telle que Vj pi; =1.
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