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to1+t
1. Prouver que (f,g) = / 17+tf(t)g(t) dt définit un produit scalaire dans R[X].
-1 —
2. Déterminer ’orthonormalisée par la méthode de Schmidt de (1, X, X?) dans R[X] muni de
—+oo
(P@~ [ ePmQE) db)
0
1
3. Existence et calcul de inf / (exp(t) — at — b)? dt.
(a7b)€R2 0
4. Soit f de classe C? de [0 1] dans R telle que f(0) = f(1) = 0 et f'(0) = a.
1
Déterminer mfin (/ (F£7(t))? dt) et les fonctions f pour lesquelles ce minimum est atteint.
0
1
(On pourra intégrer par partie / 7)1 —t)dt) C6-092
0
5. Existence de la série de Fourier et calcul du terme général pour la fonction f : (¢t € [0, 7] — chtx),
f impaire et 2wr—périodique (x est une constante réelle).
1 1/2
6. Prouver que (f (/ + f(O)f(l)) sur C*([0,1],R) est une norme euclidienne.
0
7. Soit E un espace euclidien et f un endomorphisme de E tel que : Vx € E ||f(x)] < ||z
i
(a) Démontrer que : E = ker(f — Id) ® Im(f — Id).
1
(b) Pour x € E et n € N*, on pose : u,(z) = —(x + f(x) + f2(x) + ...+ "1 (x)) ; démontrer que la suite
n
(un(z)) converge vers la projection orthogonale de x sur Ker(f — Id). B1-78
8. Soit £ =C'([0,1],R) et o(f,9) =/ fg+1'g.
[0,1]
(a) Montrer que ¢ est un produit scalaire.
(b) Soit V.= {f € E/f(0) = f(1) =0} et W = {f € E/f” = f}. Montrer que V et W sont des
supplémentaires orthogonaux et exprimer la projection orthogonale sur W.
(c) Soit Eqp ={f € E/f(0) =a et f(1)=p}. Déterminer inf 2+
f€Ban Jpo.y b1-006
9. On se donne une suite (a,) bornée & termes dans R} et £ = R[X].
(a) A tout couple (P, Q) € E?, on associe la série de terme général u,, = ;—ZP(n)Q(n). Démontrer la convergence
de cette série.
“+oo
(b) Démontrer que (P, Q) = ;—:P(n)Q(n) définit un produit scalaire sur E.
0
(c) Si lon avait seulement (a,) & termes dans R4, & quelle condition (P, Q) définirait-il encore un produit
scalaire ?
(d) On suppose maintenant ¥n a, = 1 et on désigne par N1 la norme associée au produit scalaire (.,.). Est-elle
équivalente & la norme N» définie par No(P) = sup |P(x)|?
z€[0,1 B1-97
10. Soit E un espace préhilbertien, soit n vecteurs (z1, z2, ..., z») dans E.
On suppose que ¥(3,5) € [1,n]° i#j=|lz; —xi| >2etqueVie [1,n] | < R.
Montrer que R > ”2”, 1. B1-91
n
11.

Soit F un espace préhilbertien réel et (e, ea, ..., e,) un systéme de vecteurs unitaires de F tels que :
n

vee B azl® =) (ale)’.

i=1
Démontrer que (e, e2, ..., en) est une base orthonormale de E.Centrale B1-68
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12.

13.

14.

15.

16.

27
Montrer que (P|Q) = %/ P(ei)Q(e)dt munit C,[X] d’une structure d’espace hermitien et que la base
7r
0

canonique est orthonormale.
Soit A un polyndéme non nul de coeflicient dominant a. Montrer que sup |A(z)| > |a|. Quand a-t-on égalité ? Mines

lz]=1

Soit I’espace vectoriel euclidien £ = R™ muni du produit scalaire canonique et de la base canonique (e, ea, ..., €y).

On pose H = {x = (z1,22,....,xn) € E/ sz = 0}. Déterminer la distance euclidienne de e; & H.
i=1

Méme question avec H' = {x = (x1,T2, ..., Tn) € E/Z(—l)ll’z = 0}.Centmle

=1

Soit B = Ry[X] muni de (P, Q) = > P()Q(i).

Démontrer que F est un espace euclidien. Orthonormaliser la famille (1, X, X 2).
On considére les points A; = (x;,y;) définis par : Ag = (0,1), A1 = (1,2), 42 =
Démontrer qu’il existe un polynéme P et un seul dans E tel que Vi € [ 0,4 ]
projection orthogonale P; de P sur Ra[X]. Interpréter P;.

(2,1),As = (3,2), Ay = (4,4).
P(z;) = y;. Déterminer la

1
Démontrer que (ai...an) — / 1+ a1z + aox? 4+ ..+ anxn)2 dz admet un minimum atteint en un point unique.
Valeur de ce minimum ? ’
Existence de la série de Fourier et calcul du terme général pour les fonctions suivantes :

(a) f(z) =z(m —z) pour 0 < z < 7 et f est m—périodique.

(b) f(z) =sinax pour |z| < 7, o est une constante, o ¢ N, f est 2r—périodique.

(¢) f(t) = sup(asinwt,0) avec (a,w) € (R}).
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