Ex0.03 - Espaces vectoriels normés(I) 2010/2011

1. Prouver que ||.||co est une norme sur K".
2. Prouver que ||.||2 et ||.||co sont des normes équivalentes sur K™ .
3. Soit E un espace vectoriel normé de dimension finie. Prouver que :
(a) Toute boule ouverte de E est un ouvert de E.
(b) Toute boule fermée de E est un fermé de E.
(c¢) Toute boule fermée de E est un compact de E.
(d) Tout sous-espace vectoriel de E est un fermé de E.
(e) Le seul sous-espace vectoriel ouvert de E est E.
(f) Le seul sous-espace vectoriel compact de E est {Og}.
4. Prouver que I’ensemble des matrices de rotations est un compact de .#3 3(R)
: vty : 2
5. Soit f(z,y) = W si (z,y) # [0,0). f admet-elle un prolongement continu sur R*, 1-
T )
sia=1/2?72-sia=17
6. (a) Soit N une norme sur R™, (x1,...,2,_1) un élément fixé de R" ' et ¢ : t € R+ N(z1,...,xn_1,1).
Démontrer que ¢ est lipschitzienne sur R, minorée sur R et que ¢ atteint sa borne inférieure en au
moins un point de R.
(b) N est toujours une norme sur R™ ; a tout (1, ..., z,_1) deR" ™! on associe Ny (21, ..., Tp_1) = Igaiﬂrg N(x1,.oyTp_1,t);
€
démontrer que Ny est une norme sur R" .
(c) Déduire de ce qui précéde que toutes les normes sur R™ sont équivalentes. c3-069
. : o : Nr(u(z))
7. Soit E, F des R—espaces vectoriels de dimensions finies. Prouver quew € Z(E, F) — |u|| = sup ————2=
zee\{0} Ne(®)
est une norme.
Désormais, E = F ; prouver que ||.|| est une norme sur £ (E) et qu’elle vérifie : V(u,v) € (L(E))*, |lvou| < [Jv].Jlu.
8. Prouver que si P est un sous-groupe additif de R et que P est fermé et distinct de R, alors il existe ¢y € R™
tel que P = cyZ. C3-52
9. Soit f: E — F ou E et F sont deux R—espaces vectoriels normés.
On suppose que f est bornée sur la boule unité et que V(x,y) € E* f(z+y) = f(z) + f(y).
Démontrer que f est linéaire. c3-064
10. (a) Soit f: R®> — R . f admet-elle un prolongement continu sur R” ?
eV —e” |
(z,y) stz #y
(b) Soit f(z,y) = % si (z,y) #[0,0). f admet-elle un prolongement continu sur R* ? c3-002
11. Soit (z,y) — N(z,y) = sup ’%ﬁl . Prouver que N est une norme sur R?. Représenter B(O, R) pour cette norme.
teRr
Justifier directement que N est équivalente a ||.||o. c3-081
12. Soit F un espace vectoriel normé de dimension finie, K un compact de E et f une application de K dans E telle
que f(K) C K et V(z,y) € K*, z#y= N(f(z) - f(y)) < N(z —y).
Prouver que f a un point fixe et un seul. c3-080
13. FE est un espace vectoriel normé. Montrer que :
f+E — FE
_xr
L+ [l]|
induit une bijection g de E sur la boule unité ouverte.
Montrer que g est lipschitzienne et que g~ est continue et non lipschitzienne. C3-026
14. Montrer que f = (z,y) — % est bornée sur R*. Centrale ¢3-009
14 ev"+2y
15. Soit f continue sur [0, 1] vérifiant f? = f. Montrer que f admet au moins un point fixe, puis que 'ensemble des
points fixes de f est un segment CCP c3-012
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16. Pour A € A, (C), soit N(A) = supz |aij]-
t

(a)
(b)

Démontrer que N est une norme sur .#, »(C).

On étudie l'application tr de ., ,(C) muni de la norme N dans C.

Justifier la continuité de tr.

. . . [trA|
Déterminer un majorant de N(A .
A 4z

Démontrer que sup { [trA| } =n
N(4) o

. |trA] _
Démontrer que {N(A) = [0,n].

C3-60



