Minettes-Préparation : 20 mn - Interrogation : 30 mn 2009-2010

1. I) Montrer que ® : P+ (X% —1)P"(X)—2nXP'(X) est un endomorphisme de R,,[X], donner
sa matrice dans la base canonique. Est-il diagonalisable ?

52 2
10
IT) Soit E I'ensemble des fonctions f de classe C? sur R? vérifiant oF _L1o7 = a (ou «a est
0x? 4 0y>?

une constante).

Montrer que op(z,y) = (z + 2y, z — 2y) est de classe C% sur R?.

Montrer que c¢’est un difféomorphisme de R? sur R2.

Soit F': R? — R2. On pose f(z,y) = F(x + 2y, — 2y).
82

Montrer que si f € E, alors 5 = 4« et en déduire E. (Petites Mines) 016-C312
udv

Y1 =51 +y2 — 3
2. 1) Résoudre le systéme ¢ y5 = 2y; + 4yo — 2y3 (on pourra utiliser la calculatrice pour le calcul
Y5 = Y1 — Y2 + 2y3
du polynéme caractéristique).

+o00
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IT ) Convergence et calcul de ( ) ", (Petites Mines) 016-C313
n(n —
3. 1) A quelle condition sur a, A = ( 3 { € M, (R), avec n > 3, et a € R, est-elle
diagonalisable ?
0O 1 0 ... 0
0O 0 o0 ... 0
Peut-elle étre semblable a L = | . ) ) 7
0O ... ... 0 O
I1) Caleuler lim (3" —3.2" - 2)"*" 6 (Petites Mines) 016-C314
T—r
a c b
4. Soit Mgpe)=|b a c
c b a

Montrer que E = {M, 0, (a,b,c) € C3}. est un espace vectoriel stable par multiplication, et

déterminer sa dimension.

Caractériser les triangles ABC dont les sommets d’affixes a,b, ¢ correspondent aux éléments

inversibles de E. (Petites Mines) 016-C315
5.1 ) Soit E euclidien de dimension n > 1, et f € L(FE) symétrique positif. Montrer que

Vo € E,(f(x)|z) > 0.

Soit M = (m; ;) € Mu(R) symétrique positive.

Montrer que m;; > 0 pour tout ¢ € [1,n] et que trM > 0.

Soient A et B deux matrice symétriques réelles d’ordre n positives. Montrer que tr(AB) = tr(DM),

ou D est une certaine matrice diagonale, et M une matrice symétrique positive.

En déduire que tr(AB) < tr(A)tr(B).

IT ) Pour n > 2, donner un développement limité de :

ﬁsm(l/f)

1
up = (—1)" a la précision o .
Quelle est la nature de la série de terme général u,, 7 (Petites Mines) 016-C316
11—
6. Convergence de / %dm? (Petites Mines 09 *-Demon) 016-960
0 cos (%
7. Soit f , 27 périodique et impaire avec , pour z €]0, 7], f(x) = 7 —z. f est-elle somme de sa série
+oo .
sinn

de Fourier ? La déterminer. En déduire la valeur de Z

n=1

. (Petites Mines 09 *-Demon) 016-961
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10.

11.

12.

A € M, (C) admet 0 comme seule valeur propre. Montrer que A" = 0 . Calculer det(A + I,,).
Soit B commutant avec A, calculer det(A + B). (Petites Mines 09 *-Demon)

Résoudre dans M, (R) équation M? = M® avec tr(M) = n. (Petites Mines 09 *-Demon)

I ) Montrer qu'une matrice A carrée, d’ordre n > 3, vérifiant A™ # 0 et de trace nulle, est

diagonalisable.
IT) Soit (uy) vérifiant UZ—:I = Ziz

Montrer, a I'aide de Z(ln Up+1 — Inuy ), que (uy,) tend vers 0.

oul<a<hb.

Soit v, = n%u, ; trouver a tel que Z(ln Un+1 — Inwvy,) converge.

A
nb—a )

. +00 1
Etudier la série de terme général / ———dt.
o (14t

En déduire qu’il existe A tel que u, ~

(Petites Mines)

I ) Montrer qu'un endomorphisme f nilpotent, d'un espace E de dimension 3, vérifie 3 =o.

Soit un endomorphisme f de E de dimension 3 vérifiant f2 = 0 et f2 # 0; montrer que

Jz € E, (f*(z), f(z),x) est une base de E.

Montrer que C' = {g € L(F), fog = go f} est un sous-espace de L(E) et en donner la dimension.
In(1+ 2)

e L
x(1+22)
“+oo

On note I, :/ fn(t)dt; déterminer lim I, et lim nl,.

0 n—-+o0o n——+oo

(Petites Mines)

IT ) Montrer que f,(x) est intégrable sur R.

e—nx

[) Convergence de la série de terme général up(z) = —
n
sin

1
).

¥ =2x+3y+ 3z
11 ) Résoudre le systeme ¢ y' = 3z + 2y + 32.
2 =3+ 3y + 22

IT) Calculer lim (

z—0 €T

(Petites Mines)
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