n est un entier naturel supérieur ou égal & 1. On note .#, 1(R) le R—espace vectoriel des matrices
colonnes a n lignes a coefficients réels, ., (R) le R—espace vectoriel des matrices carrées réelles d’ordre
n, GL,(R) Pensemble des matrices inversibles de .#,,(R), O, (R) I'ensemble des matrices orthogonales
de 4, (R) et S,(R) I'ensemble des matrices symétriques de .4, (R).

I,, désigne la matrice identité d’ordre n et pour toute matrice A, *A désigne la transposée de A.
Selon le contexte, 0 désigne soit le réel nul, soit la matrice nulle de .7, (R), soit encore la matrice nulle
de %n,l (R)

On rappelle que pour toute matrice S symétrique réelle d’ordre n, il existe P appartenant a O, (R) et
D diagonale réelle d’ordre n telles que S = PDP ™!,

R™ est muni de son produit scalaire canonique noté (.|.) et de la norme associée notée ||.]|.

Une matrice S de S,(R) est dite positive si :

VX € My (R), 'XSX >0.

On note S;7(R) I'ensemble des matrices positives de Sy, (R).
Dans tout le probleme, S désigne une matrice symétrique réelle d’ordre n.

PARTIE I -

Dans cette partie seulement, on suppose d’'une part que n > 2 et d’autre part que S possede
exactement deux valeurs propres A1 et Ao de multiplicités respectives nq et no.

1/1.1/ Montrer qu'il existe un unique couple (P;, P») de matrices de ., (R) tel que :

I, =P+ P
S=MP + P

Expliciter les deux matrices P;, P, en fonction de S, I,, A1, A2 et montrer qu’elles sont
symétriques.

1.2/ Si P est une matrice orthogonale telle que PSP = diag(A1, ... A1, A2, ...A2) (ol Aj est
répété ny fois et Ao est répété ny fois), exprimer Py (resp. P») en fonction de P,P~! et
d’une matrice diagonale.

En déduire que P2 = P, P} = Py, P\P, = PP, = 0.
Démontrer que pour tout k € N, S¥ = P + \fpy.

1.3/ Soit Sp la matrice de S, (R) dont tous les coefficients valent 1 sauf les coefficients diagonaux
qui valent 2. Vérifier que Sy admet exactement deux valeurs propres et déterminer les
matrices P; et Py associées.

2/ Soit I un intervalle de R et f une application de I dans R. Si A1, A2 sont dans I, on définit la
matrice f(S) par

f(S) = f(M) P+ f(h2) Pa.

On remarque que cette nouvelle fonction f est définie sur une partie de S, (R) et a valeurs dans
Sp(R).

2.1/ Calculer cos(mSp) ou Sy est la matrice introduite au 1.3/.

2.2/ Soit g: ]0,+00[ — R . A quelle condition sur la matrice S peut-on définir g(5) ?
x — 1/x
Montrer qu’alors, g(S) = S~1.

2.3/ Pour a > 0, soit p, la fonction définie sur [0, +o0[ par :

Pa(x) = 2% si x > 0 et pa(0) =0,



et pour tout = € R, soit A(x) et B(x) les matrices définies par

chz shx 0 0
Ax) = (th chm) et B(z) = (0 }1) .
chz

Pour z # 0, déterminer explicitement les matrices P;, Py associées a A(x) et montrer que
pour tout z € R, p,(A(z)) = A(ax).

0 0
Montrer que po(B(z)) = (0 1 ) .
(chax)e

PARTIE II -

Dans toute la suite du probléme, on munit I’ensemble S,,(R) d’une relation notée "<" définie par :
Y(A,B) € (Su(R))?, (A< B <= B-AcSH(R)).
Une fonction f de S, (R) dans S, (R) définie comme au I-2/ est dite "croissante" si :
V(A,B), (A<B=f(A)<[f(B))

et décroissante si :
V(A,B), (A< B= f(B)<f(4)).

1/ Montrer que, si S € S;"(R), alors pour toute matrice M € .#,(R), ‘MSM € S;(R).
2/ Montrer que S € S;7(R) si et seulement si toutes les valeurs propres de S sont dans R .

3/ On suppose que I, < S.
Démontrer que les valeurs propres de S sont dans [1,+oo[, puis que S est inversible et que
S~t<1,.
4/ On suppose que A et B sont deux matrices de S, (R) telles que A soit inversible et A < B.
On admet le résultat suivant : Il existe une matrice inversible M telle que A =' M M.
Déduire des questions II-1/ et 1I-3/ que I,, <! (M~Y)BM ™" puis que B est inversible et que
B7t< At
On a donc démontré que la fonction g du 1-2.2/ est décroissante.
5/ On reprend la fonction p, de la question I1-2.3/ et les matrices A(x) et B(x).
Démontrer que, pour tout réel z, B(x) < A(zx).
Calculer le déterminant A(z) de la matrice p,(A(z)) — pa(B(x)) et donner un équivalent simple
de A(z) au voisinage de 0.
En déduire que, dans le cas ou « > 1, la fonction p, n’est ni croissante ni décroissante.



