Notations et objectif

On désigne par . le R- espace vectoriel des applications de R dans R, par &8 le
sous-espace vectoriel de s des applications bornées sur R, par & le sous-espace vectoriel

de & des applications f continues par morceaux sur R et Cn&'fmfr&o s K

On considére l'application lindaire ¥ de .5 dans ¢ définie par
&
f—

ob f; estdéfinic par fi(x)= [ f()cos(xt)dt

Apres avoir justifié l'existence de f; dans le préliminaire, on étudic des exemples dans la
partie I et quelques propriétés de f; dans la partie Il. Un calcul de série de Fourier dans la

partie IIT permet d'obtenir la somme d'une série numérique quc l'on utilise dans la partic v

pour mettre en évidence une fonction propre pour %,
Préliminaire
Justifier I/ ewisbence  de l'intégrale

[00= [ f(Wcosextd,

pour toute fonction f appartenant & . et tout x réel.

Montrer que . esl une application de .%° dans ¥,

PARTIE I : Etudede deux exemples

1.1/ Premier exemple
On suppose que la fonction f est définie sur R par:

=1 site [-11] et fy=0 si te R\[-L1]

1.1.1/ Expliciter f,(x) pour x réel.

On répondra aux questions 1.1.2, 1.1.3, 1.1.4 en utilisant 1'expression explicite de

f,(x) obtenue 2 la question 1.1.1.

1.1.2/ La fonction f, est-elle contimue sur R 7

o
113/ Lintégrale [ f()dx  ewale b el
1.1.4/ La fonction f; appartient-elle 3 57

1.2/ Denxiéme exemple
On suppose maintenant que la fonction f est définie sur R par: f()=1+cost si te [~m=]
f)=0 si te BR\[-m,x].
1.2.1/ Vérifier que f est de classe ¢ ! sur R ; est-elle de classe @27

1.2.2/ Expliciter f)(x) pour x réel.

On répondra aux questions 1.2.3, 1.2.4 et 1.2.5 en utilisant I'expression

explicite de f;(x) obtenue a la question 1.2.2.

1.2.3/ La fonction f; est-elle continue sur R ?
1.2.4/ Quelle est la limite de f;(x) lorsque x tend vers +°0  (resp. vers - }?

1.2.5/ La fonction f; appartient-elle 3 .5 7



PARTIE II: Quelques propriétés de f; 5.

| ; 2.4/ Exemple : on suppose que f est définie sur R par () = Lh (ol ch désigne la
cht

Dans cetle partie f désigne une fonction arbitraire appartenant 3 %,
fonction casinus hyperbolique). i

2.1/ On suppose que f est continue sur R. -
2.4.1/ Montrer que la fonction f apparticnt 3 & et préciser la valeur de rmf(L)dL
Etudier la continuité sur R de o %Vntﬂxrﬂ Fﬂ. ; =

2.4.2/ Montrer que la fonction £’ appartient 4 5 ; préciser la valeur de rm|f ‘(0]dt.

2.4.3/ Montrer que Ia fonction t = tf(1) appartient 3 .5 .

2.2/ On suppose dans cette question que f st continue sur R et que l'application définie sur 2.4.4/ Déduire de ce qui précede l'existence de la fonction fy = F(D).

“ R par t+>tf(t) appartientd 5.
2.4.5/ La fonction f; est-elle de classe & ! sor R ?

La fonction f; est-elle de classe @lsurR? PARTIE III: Etude d'une série de Fourier.

2.3/ On suppose dans cette question que f est de classe ¢ 1sur R et que Dans cette partie, on désigne par ¢ un nombre réel, par @ la fonction réelle de la

et iﬂxllq'w]f{l ma R variable réelle t, 2 périodigue, impaire, définie sur [0,%] par:
(1) = ch (at) pour te J0.n et ()= o(w)=0.

2.3.1/ Montrer que la fonction [ admet une limite que l'on précisera lorsque x tend .
3.1/ Déterminer les coelficients de Fourier réels de @.

vers + 0 (resp. vers -ea),
3,2/ Justifier la convergence de la série de Fourier de ¢ en tout point de IR eten

2.3.2/ Montrer que l'intégrale préciser la somme.

3.3/ La convergence de la série de Fourier de @ est-clle hovmak sur R ?

o7 rsinxt)de

exunbe et exprimer sa valeur en fonction de x et fi(x). 3.4/ Exprimer 1 + ch (a 7) en fonction de ch (%J

(=DP@2p+1)

Cp+Ditol Déduire, des résultats obtenus en 3.2 et 3.4, la

2.3.3/ On suppose de plus que la fonction * appartient & % Quelle est la limite 3.5/ Soit U (o) =

de f,(x) lorsque x tend vers 40
+oo
convergence de la série ZUP((I} et la valeur de Z UP (o).

p=0




PARTIE IV - Mise en évidence d’une fonction Propre pour F.

4.1/ On considére deux nombres réels 8 et v et I'intégrale

+00
1(5,7) :A e*@tcos(fyf,) dt.

4.1.1/ On suppose 8 < 0. Etablir I'existence de (3, )

4.1.2/ On suppose 8 > 0. Etudier 'existence de I(, )
4.2/ On considére, pour ¢ réel,

et préciser sa valeur.

la, série de terme général -

Uk(i) . 2(_1)ke—(2k+l)tl

4.2.1/ Déterminer 'ensemble E des valeurs réelles de ¢

pour lesquelles la série Z v (t) est conver-
gente.
+oo
4.2.2/ Exprimer, pour ¢ appartenant a & | la somme Z vk(t) en fonction de cht.
k=0

Dans toute la. suite du probléme, on désigne par c I'application paire et continue de R dans R
+

(o0l
telle que e(t) = Z V(L) pour tout ¢ appartenant & F.
k=0

*
4.2.3/ Démontrer, pour tout o réel, t appartenant 3, R et p entier nat urel, les inégalités suivantes -

+o0

Z v (t) cos(at) | < | cos(at)|.|vpy1(t)] < [ cos(at)|.[vp ()],
k=p+1

et ,

i v (t) cos(at)
k=0

< [cos(at) -Je(t)] + | cos(an)|.Juo (2)].

ence dominée, démontrer que, pour tout a réel, la série

4.2.4/ En utilisant le théorsme de converg;
+oo
Z/ vk (t) cos(at) dt est convergente et que I'on a 1’égalité
0

f/ﬂ_lm vk (t) cos(at) di = /U+OG c(t) cos(at) dt.

k=0

4.2.5/ Déduire des résultats obtenus en 3.5/,4.1/ et 4.2.4

/ qu’il existe une constante réelle p que
'on précisera telle que I'on ait Iégalité :
q &

‘oo il
/ c(t) cos(at) dt = p pour tout a réel.
0

ch(pc)



