Dans tout le probléme, on notera f la fonction définie sur R par :

flz) = '\./—Q_TF ;

Question préliminaire
Démontrer que, pour tout (a,b,c) € R tel que a soit strictement positif et tout p € N, la fonction

i tpe—(atg |bt+e)

est intégrable sur R. (On attend une démonstration détaillée)

Partie I-

A-
A.1) Montrer que pour tout n € N, la fonction (z — z™ f(x)) est intégrable sur R. On note il = f =" fz) dz.
R

On admettra dans toute la suite de ce probléme que ] flz) de =1
g

A.2) Déterminer m;.
A.3) Lorsque n > 2, donner une relation de récurrence liant my, et m,_». En déduire une expression de
M., en fonction de n.
B- Montrer pour tout ¢ € R Uexistence de l'intégrale f e “f(x) d=z.
I3

Déterminer sa valeur en fonction de t en utilisant le changement de variable défini par u = = +1.

n
—tx)k
C- Le réel t étant fixé, pour tout =z € R, on pose S,(x) = Z %—f{x)
k=0 :

C.1) Calculer lim So i)

C.2) Démontrer que Vn € N, Vz € R, |S,(z)| < !l f(z).
C.3) En déduire a l’aide du théoréme de convergence dominée que pour tout ¢ € R,

+00 i
f e ™ f(x) dz = Z(—l)kmk%.
L k=0 4

.4

C.4) Retrouver la valeur de / e ** f(x) dz obtenue précédemment.

Partie II-

Dans toute la suite du probléme, on note E ’ensemble des fonctions g continues sur R a valeurs réelles,
telles qu’il existe un réel positif M(g) et un réel strictement positif A vérifiant :

vz € R, |g(z)] < M(g)f(z).

A
A1) Soit (u,v) € E?. Justifier I'existence d’un réel strictement positif o et de (M(u), M(v)) € R2
vérifiant : ‘
vz e R, |u(z)| < M(u)f(az) et v(z)| < M(v)f(ax).
A.2) Démontrer que E muni des lois + et - usuelles est un R—espace vectoriel qui contient f.
B- Soient u et v deux éléments de E. On note u x v application définie, pour tout x réel tel que la formule
alt un sens, par :

(wxv)(z) = fRu({,)'a(a: —t) dt.



B.1) Démontrer que u % v est définie sur R.

B.2) Démontrer que u*v = v *u.

1
B.3) Démontrer que ¥z € R, f* f(z) = Ef (%)

B.4) Démontrer que ux v € E. On utilisera le résultat de la question précédente et A.1}.

C- Soit u € F. Dans toute la suite du probléme, on définit ’application % par :
a(t) = / e u(z) dz,
R

pour tout ¢t € R tel l'intégrale a un sens.
Montrer que @ est définie sur R.

D- Soient u et v deux éléments de E.
D.1) Justifier Pexistence d’un réel strictement positif a et de €' € R vérifiant :

arz . x 0.2 2
Y(8,¢t,z) € R?, ie_“‘gu(t)v(:z: —t)| = Ce20-F5t" =%

On pourra utiliser A.1)

D.2) On admet le résultat suivant :
Si f est une application continue de R2 dans R et hq, ho deux applications continues de R dans R
intégrables sur R, alors la "condition de domination” :

V(z,t) € R?, |f(z, )] < ha(x)ha(?)

AU@“‘W d“’) d"":/R(fRf(mvt) dt) dz.

Démontrer que : ¥0 € R, @*0(0) = @(6).5(0).

est suffisante pour que :

Partie I11-

Dans toute la suite du probléme, F; désigne le sous ensemble de E dont les éléments sont les fonctions h € E
telles que / il

R
A toute fonction h € Ej, on associe la suite de fonctions (hn)nen+ définie par :

hi=h et Yn>2, hy=hn_1xh.

Si h € Ey, on note My, = / 2?h(z) dx. (M, existe d’aprés la Question préliminaire)

A- Soit h € Ey.
A.1) Démontrer que la suite (hn)ncns est bien définie et qu'elle est a termes dans E. (On utilisera les
résultats de la Partie IT)

A.2) Exprimer, pour tout (n,x) € N* X R, g;(:r) en fonction de ’?1(:1,) et de n.
B- Dans cette question, on étudie le cas particulier h = f. On remarque que f € By est vral.

B.1) Déterminer l'expression de #(t) en fonction de t.
— t = t Mg 7 t°
B.2) Déterminer nlirfw iy (7{_—}‘) pour tout ¢ € R. Vérifier que nll}l'{loe i (75) —

1 - T 3
C- Soit g la fonction définie sur R par : 9lel= Granis R € =/ /2]
g{z) =0 sinon
C.1) Démontrer que g € .

C.2) Déterminer ’expression de g(t) en fonction de ¢.



e t ey 1 My 12
C.3) Déterminer nh}]—l-loc Gn (ﬁ) pour tout { € R. Vérifier que nl}-rir—lco n (ﬁ) = .«3—231—,

Partie I'V-

Seoit h un élément de Fy. On note pour n € N* :

=

My, = / shy(z) dz , My, :/ 22hy(z) dz et V, = Mo, — M’in
B

=
A.1) Soit u € E. Démontrer que % est de classe C? sur R et déterminer une expression de %'(t) et @7(t)
I’aide d’intégrales.
A.2) Montrer que la fonction }:n possede un développement limité en 0 a4 'ordre 2 dont on précisera les
coefficients & l'aide de M, ,, et M>,,.
A.3) En déduire que M7, =nM;, et V, = nVi.

B- On suppose dans cette question que la fonction h est telle que M; ; = 0. Déterminer la limite de la suite

ge)!



