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B
Soit (£, || ||) un espace vectoriel normé.

Une définition. Soit k € [0;1[. On dira quune application [ : E — E est une contraction
stricte de rapport k lorsque pour tout (z,y) € E*, on a:

(=) — fwlll < kllz -l

Une notation. Pour n entier naturel et f : E — E, on notera " : E — E 'application définie
par :
o---0f (z) avecla convention f"=1Id.

M=) =

n fois Ia fonction |

PARTIE I : Le théoréme du point fixe de PICARD

Dans cette partie (B, | ||)est B munide | -[ et f:E — E est une contraction stricte de
rapport k.

Pour a € E on considére la suite (z,) définie par 7 = a et 41 = f(z4) pour tout n entier
naturel,

1. Pour tout n entier naturel, on pose u; = Tny — &n.
(a) Démontrer que pour tout n entier naturel, on a |una| <k [uy| puis que

Jua| < K" |f(a) —a] -

En déduire que la série Z Uy COMYETEE.
(b) Démontrer alors que la suite (z,,) converge vers un rambe € de IR .
(¢) Prouver que £ est un point fixe de f c'est-d-dire que f{£) = £
(d)} Démontrer que f admet en fait un unigue point fixe.
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Oans un yase vobogl aeond o Aimisbim Jince (B, ] e applica-
tion [ : E — E qui est une contraction stricte admet un unique point fixe et pour tout a
dans E la suite des itérés (f"(a))nen converge vers ce point fixe.

PaARTIE Il : Exemples et contre-exemples

2. Sur la nécessité d’avoir une contraction stricte
On considére ici la fonction g : IR — IR définie par :

w
gl =t+ 5 —arctant.

{a) Démontrer que pour tout ¢ réel, on a |¢/(t)] < 1. En déduire que 'on a pour z et y
riéels ;

lg(z) — g(y)| < |z —yl.

(b) Laifonction g admet-elle un point fixe? Est-elle une contraction stricte ?

3. Un exemple
Spit [ IR — IR une fonction continue telle que, pour tout = réel, on ait :

fw)=fogle) o glz)=% +1

(a) Om considére la suite (i, Jacp définie par ug € R et gy = % + 1 pour tout n entier
naturel, Démontrer en utilisant le théoréme de PICARD que cetie suite converge vers
un réel £ que l'on précisera.

(b) Démontrer que pour tout n entier naturel et tout z réel, om a: fg™(z)) = f(z).

(c) En déduire que f est constante.

4, Un systéme non linéaire dans R
On s'intéresse dans cette question au systéme !

{S]I{ Az

du

sin(z + )
3+ 2 arctan(z — y)

Oy oo e —Erg‘h"l‘mﬁm $: R = R? définie par :
1 2 i
Wz v = (E sin{z +y), 1+ : arctan(z —y) | -

(o) Prouwnn gue R* i de f’an-limflu% || |l, définie par :

(= w)ll; = l=1+ vl
WAL um eae gedod e’
(b) Démontrer que pour tout a et b réels, on a
|lsinb — sina] < |b—a| et |arctanb —arctanal < |b —al.
(c) Prouver que 1 est une contraction stricte de (R2, || Il,) dans (R, )| I,)-

(d) En déduire que le systéme (5) admet une unique solution dans R
() Tei R? est muni de la norme || ||, définie par [|(z,y)ll. = max{|z|, |y}

Déterminer ||y (1, —3) —v(0,0)l| ..
L'application 4 est-elle encore une contraction stricte pour la norme Il ?
Quel commentaire peut-on faire?



Froble me 2
MNotations :

R désigne 'ensemble des réels; By Pensemble des réels positifs ou nuls; RY Pensemble des réels strictement

positifs.
M désigne I'ensemble des entiers naturels, " 'ensemble des entiers strictement positifs.

Partie I : Etude de la fonction T'.
Dans cette partie z € RY.
oy
1. Démontrer que Pintégrale f et 1 dt existe. On la note ['(x).
i
9 Déterminer une relation entre I'(x) et I'(z + 1) et en déduire, pour n € N*, expression de 1'(m).

& i,
3. On admet que I'(z) = ) Iirlu (f (1 - —) 5" da‘-).
i e 0 TE

(a) En déduire que I'(z) = lir WA
e efl Ere = N — e
. n-vioo TTeo(@ + )

Ti

(b) Démontrer que Vz €]0, 1, ,{T}[%—;} =z lim (H (1 ?))

k=1

On peut en déduire la relation T'(z)'(1- z) = — ?E;ﬂf} pour tout x €0, 1[. On admettra cette relation.
S
Partie 11 : Relation entre les fonctions I' et f.
wf2 ; ; 1
Soit a et b ¢ B, ala,b) = [ sin®® 1 . cos®™ ' 0 dft et Bla,b) = f 211 — L)b_L dt.
Jo 0

1. (a) Prouver 'existence des intégrales ala, b) et G(a,b).
Comparer 3(b, a) et f(a,b). Trouver une relation entre a(a, b) et G(a,b).

(b) On admet que, pour a = 1/2 et b > 1/2,
['(a+ b)F{a,b) = Tla}l'(h).

Etablir pour tout (a,b}) € (R))? une relation entre S(a,b) et S(a + 1,b) puis entre f(a, b) et

Bla+1,b+1).
Fn déduire que la relation admise est encore valable pour tout (a,b) € {R’_’;_}E.

1
2. On cherche i ealculer T'(n + -j) pour i & [,

w2
{a) Calculcrf sin®(t) di.
0

7 2m)!
qnrn!

(k) Prouver que I'{n + %}F‘(UQ} =

1
(¢) En déduire I'(n + ).
Partie III : Trois exemples d'utilisation des résultats des parties I et II.

1

1= C‘ulmlfarf P — ) dt
0

2. (a) Soit m,p,r des réels positifs on nuls.

On note [ = £™yP(l —z — y) dz dyon D = {(z,y) € R jx=>0,y>0c+y <1}
s
Exprimer I a aide de la fonction I' et des réels m, p, r.
(b) Que devient cette expression de I lorsque m, p, T sont des entiers naturels 7

1
3. Soit p € M*. On définit une suite a par a, = / (1 —F)" dt.
S

(a) Prouver que pour n > 1, ayn = np{en_1 @)

(b) En déduire une expression de a, en fonction de n et p ne comportant pas de signe intégrale.
{1
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