Exercice

1) Soient a et b deux réels, @ < b, et soit f une application de [a, b] dans R de classe C*.
Montrer que :
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2) Soit g l'application de [1, +oo| dans B définie par & — g(x}

Démontrer que 7
vz € [L, +oof, 197 < 7

On admet que ¢ — _]f lg” (¢)] dt admet une limite en +o0.

3) Pour n entier naturel non nul on pose :
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Un === r¥n
N b Vv

a) Montrer que wy, est le terme général d'une série absolument convergente.

1
dx, wy = v, — §{"11+"‘n!l)

b) Montrer que :
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Prouver que la suite (cos n) n'est pas convergente.
En déduire la nature de la série de terme général v,,.

c) Déterminer la nature de la série de terme général uy,.



L’objet du probléme est I'étude de la suite {8n)n>1 définie par :

T
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On rappelle que, pour tous entiers m , n vérifiant m < n, on note [m,n] l'intervalle

d’enticrs

[m,n]={peZ|m<p<n}

Froemd éw 'j'-m.ﬂ"\‘:
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Soit P € C[X] un polynéme de degré n > 1: P(X) = ao+ar X +as X2 4---+a, X"
Rappeler la formule permettant de calculer la somme oy = Z o; =0y + -t ay
=1

des racines de P en fonction de ses coefficients ax, k € [0,n].

a) Soient p € N et p € R. Démontrer I'égalité
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sin ({Zp + ])cp) = Z{—l}" (
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o 2p—2k ¢ N o 2Zkt]
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i (2k+ ) désigne le coefficient binémial pour k € [0,p].
1

b) En déduire que, pour tout entier p € N et pour tout réel o 3 0[n], on a

P 2p+1 T
sin ((2p + 1)) = sin*”*' (i) Z{—-I}k ( ) (cotan?y)” i
e 2k+1
: cos
on cotanyp = — :
sin @

Soit p e N* et P € R[X] le polynome défini par :

ro- S50 ()3

k=0

a) Pour tout entier k € [1,p], on pose 1 = cotan 2 (‘2;%1’) Calculer P(vx)
pour tout k € [1,p].

k
b) Vérifier que, pour tout k € [1,2], le réel ﬁ-ﬂ— appartient &4 l'intervalle

+1
10, %[ En déduire que le polynéme P posséde p racines distinctes, que I'on
déterminera.

c) En déduire les égalites :

4y



4. a) Démontrer, pour tout réel ¢ €]0, %[, les encadrements 3L
0 <sing < p < tany
b) En déduire que, pour tout entier p > 1, on a l'encadrement

p2p—1) _ {2F+1)2il{,;2}’?@+1}

: z =
3 T — k =]
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¢) Démontrer que 5 = % .

5. Montrer que les snites (tn)n>1, (Un)nz1 €t (wn)n>1 défines par :
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sont convergentes et déterminer les valeurs exactes de leurs limites, respectivement
notées U7, V et W.

el M & 1L 'Juu/bt—ﬁ
Pour tout entier n > 1, on note D, le noyau de DIRICHLET, défini par :
VeeR, Du(z)= “ icm(ﬂcz)
2

1. Démontrer que, pour tout entier n > 1 et tout réel & # 0[2x], on a

2. Pour tout entier n = 1, on note L, l'intégrale
L,= f e Dn(x)de
0

i
a) Calculer I'intégrale / zcos(kr) dz pour tout entier k > 1.
0

b) En déduire que
2

n 3 n
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3. On note f le prolongement par continuité en 0 de la fonction définie sur 'intervalle
10,7] par: z — —=

5111 (-?-'

Démontrer que la fonction f est de classe C' sur intervalle [0,7].

4. Soit ¢ : [0,7] — R une fonction de classe ' sur [0, 7). Démontrer que
w
li z) sin(Az)dz =0
Jim [ 4(@) sin()
5. a) Démontrer que lim L, = 0.
n—-oo
b) Retrouver la valeur de 5.
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L'objet de cette partie est de calculer la limite de la somme double

N M 3
: I
Ml—1~[—nl-m (N—lr]iloo Z Z nm(n +m — 1])

n=1m=1

1
On pose, pour tout entier N > 1, Hy E -
T

=1

1. a) Démontrer que pour tout entier N >1, ona: In{l1+N) < Hy <1+ In(N)

Hy
b) En dédui s & — =0
) En déduire que pim =

¢) Démontrer que pour tout entier M > 2, on a :
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Hyn

—— converge et déterminer sa somme .
mi{m + 1)

d) En déduire que la série Z

2. Pour tous entier N > 1 et pour tout entier m > 2, on pose

N 1
ZNm = Z nin+m—1)

a) Démontrer que pour tout entier m > 2 ef s Nz m "

1 N4m-—1 1
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b) En déduire que lim Zym= e
N—too m—1

3. a) Montrer que pour tout entier N > 1 et pour tout entier M > 2 on a:
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b) Montrer que
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c) En déduire alors
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