Soit F une fonction de classe £7° sur B développable en série entidre sur K. On pose :
jua}
Flaim % e,
i=0
Soit o un réel strictement pesitif. On considére ['équation différentielle £ :

zy' +ay = Flx).

1. On désigne par J un intervalle de R qui ne contient pas 0. Résoudre sur J 1"égquation
homogéne 1y’ + oy = 0 ; on pourrs poser z = |x{*y et déterminer une équation différentielle
du premigr ordre vérifiée par 2.

On désigne par [ la réunion des intervalles | = oo, 0f et |0, +oof.

2, 2a) Résoudre sur I 1"équation homogéne zy' + cy = 0

pfng



2h) Quelles sont les sclutions sur T de 1 équation homogéne ry’ + oy = 0 qui admettent

une limite finie en O 7

3. Soient a, b deux réels. Justifier que équation différentielle £ admet une unique solution
[ difinie sur T et telle que f(-1) = a et f(1) = b. On énoncera précisément le théoréme
utilisé.

4. Montrer qu’il existe an plus une solution de £ sur I qui admet une limite finie en O.

Soit f une fonction développable en série entiére ; son rayon de convergence noté R est
suppasé non mul. On note {a;)icn Jes coefficients de f -

l._'..'l

Vrel—RE[ flzl=1%ax
=l

5a) On suppose que f est solution de 'équation différentielle £ sur | — R, B{. Exprimer les
coefficients {a;):em en fonction des coefficients (3 )en de F. Que peul on dire alors de
2

5h) Réciprogquement, démontrer que £ admet une unique solution développable en série
entiére sur B. On introduira la série entiére :

giz) =} ——r
%ﬂ’ itk

dont on détermmera le rayon de convergence.
5¢] Au va des résultats préciédents, quelles précisions pent-on apporter i la gquestion 4 7

6. Dans cette question, ¥z € R, Fiz)=¢".
fia} Soit = |0, +oo] ; démontrer que Vintégrale 7 2% letdt est convergente.

Om définit h sur |0, +00| en posant :
1 =
Wx €], +ocf, Az} = ;,;f = etde.
: o

ib) Montrer que ki est solution de P'égquation difféventielle £ sur [{), +ocl.
6c) Montrer que h{z) admet une limite finie lorsque T tend vers (0 par valeurs positives.
Déterminer cette himite.
6d) En déduire que ;
e | :
= k. o e
Yz €]0, +oof, k{x) ?_‘E s

R
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 MATHEMATIQUES |

Ohjectifs

On se propose, dans ce qui suit, de déterminer 'ensemble des solutions d'une
éguation différentielle linéaire & coefficients constants lorsqu'elle est homogéne,
puis lorsque celle-cl admet un = second membre » d'un type particulier,

La partie I vise & &tablir des résultats utiles dans les suivantes,
Notations

* Pour tout couple (m,niEIN°
« 8l m=n l'ensemble (kEMN. m=k=n} a8t noté [[m.n]] ;
« 8., vaut | gl m =5, 0 2inon.

o 8iip gr=IN*, on note € [X] I'enzemble conatitué des éléments de (X ] de
degré inférieur o égal & g et € _[X] celul conatitué des éléments de €, [X]
divisibles par X,

* 8iy est une application linéaire, Ker{u) et Im(u) désignent respectivement
50T Noyan et son image.

* 51 u estun endomorphisme, par convention, u' est I'application identité, &t
pour tout entier naturel p, on pose ¥ = wou”.

* On congidére un intervalle | de IR contenant au moing deux éléments, On
dira que l'intervalle I est un voisinage de 0 s'il existe un réel o >0 tel que
[-e,a]c ], Onnote B le €. espace vectoriel des applications de classe ¢ de
I dans €, 0p son élément nul, id; 'application identité de E et D T'endo-
morphisme « dérivation » de E, c'est-a-dire tel que: Yf 2 E, Di(f} = f.

* Pour tout ¥ de E, et pour tout & entier strictement positif, ;r-["'" désigne la

dérivée E*™ de v, Par convention y' = y.

* Si Pe€(X]etze ,onnote deg({P) le degré de P et P, l'application de 7
dans € définie par: Weel, P (¢ = Pit)e”
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Partie I -

Solent =€ et (p.g)E N tel que p=gq.

LA - Montrer que €, [X] est un C-espace vectoriel de dimension finie et
cizer aa dimension.

LB - Montrer qu'on peut définir une application ¢, de €[X] dans E définie
YPEC[X], w.iP)=P,.

Montrer que g, est linéaire et injective.

I.C - Déduire des queations précédentes que les images par ¢, de C[X
€, ([X] sont des sous-eapaces vectoriels de B de dimensions finiea gue l'on
cisera,

Dars la suite de ce probleme, n est un entier noturel non rul, o = {0, ..o,
élément de © °° tel que o, n'est pas nul, ef on note (H) léquation différenti
d'inconnue y élément de E ;

n
(H) 3 a0
k=0

Partie II -

On =e propose, dans cette partie, de déterminer 8,  U'ensemble des solution
i(H} définies sur I'. On admettra que dim(S;) = # .

ILA - Justifier que 8y = Ker ¥ cckﬂkj j
K=o
1
On note p le nombre de racines distinctes du polyndme A = E o, X de €]

k=4
on note ry,r,..r, Sesracines et m;.m,...m_ leurs ordres de multiplicité res

I
tifs.
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ILB - Vérifier que Sj; contient le sous-espace vectoriel . E !
]

'2 HEJ'-;[D—:I'J,-EdE]rI").

i=l
On admetira que cette somme est directe.
ILC - Dans cette question, rEC et me IV |
a) Soit P un élément non nul de ©[X]. Justifier Pexistence d'un élément & de
C{X] tel que d°Q <d°P et (D—r-idgh(P ) = @,y .
b En déduire par récurrence la propriété suivante pour tout entler k de
{{lim]]

sl Pe €, _[X]; alors P, € Ker{(D~r ddgl'),

¢! En conclure que Her{(ﬂ—r-z‘:ig}"'} est un sous-espace vectoriel de £ de
dimension au moins m .

11D - Déduire de ce qui précéde que, pour tout éément v de K, on a l'équiva-
lence suivante, y € §;; si et seulement si il existe une famille EPJ-‘;J.E (i o1l d'élé-
ments de €[X] telle que '

fH
Vielllpll deg(Pp<m;etViel, yit)= § Pt
i=l
ILE - Dans le cas ol [ est un voisinage de 0, prouver gque pour tout réel o atric-
tement pozsitif tel que J-oaf CT, les solutions de (M) sont développables en
série entiére aur J-o, af.

Partie I1I -

Dans cette partie, on conzidére un polyndme B de €I X], non hul. On note o le

degré du polyndme B . On choisit un nombre complexe z et on note m 'ordre de

multiplicité (éventuellement null de 2 en tant gque racine du polynime
a

A=% a Xt de O[X].
kol
{n se propose de résoudre 'équation différentielle, d'inconnue v élément de E,
notée (L)
e .
(L) E u*_'.r[*" =B
k=0 '
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IILA - Vérifier ¢, on peut définir une application v, de €,_ ., [X] dans
définie par

n

HPE t.l"lﬂ-"llli'l[x]' 'l'rli'P}= [ E “.'rﬂ'il]'.linlf'l
k=1

puls mantrer que celle-ci est linéaire,
IIL.B - Prouver que y est injective et que Imi{y) C g, (C,[X]) .

II.C - Démontrer qu'il existe un unique élément 11 de €, ,  [X] tel que :
eoit solution de (L), définie sur I, puis préciser, en fonction de 11, 'ensemble
solutiona de (L) sur [.

IIL.D - Dans le cas on l'intervalle I est un voisinage de 0, les solutions de
zont-elles développables en série entidre sur tout intervalle J-o af (o=0)
que J-a,afCf T

Partie I'V -

On suppose, dans cette derniére partie, que o, vaut 1 et gue :

M=m
o

On considére également un élément b de E et on note (L;) I'Equation diffé
tielle, dinconnue y élémentde E :
n
(L) 3wyt =b.
W=D
IVA - Soit e R tel que J-o, o[ ST et que (L,) admette une solution déve
pable en série entiére aur l'intervalle )-o. af .

Montrer que b est également développable en série entitre sur l'intery
-, e[, Qu'en est-il alors des autres solutions de (L) 7

IV.B « Montrer que, 51 p € IN, alora il existe un unigue &lément n, da C[X
gue

" g ]
E u*J'l::'" = E- :
k=0 i

Prouver gu'il existe un unique élément [“P._r]j . de {:pn. tel que ;

2{{0, o]
L J
. X
= e )
J=1
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IV.C - Prouver que:

Filigre ML/

: minfm, gl
Vip g EN g=p= %
k=0

(o My gk = b5 g

IV.D - Lorsque p est un entier strictement positif, traduire sous forme matri-
ciolle le syetéme lindaire précédent d'inconnue (g 1)) eia ,dlément de €° ',
puis écrive une procédure qui, en fonction de n et du aystéme o , détermine I'uni-
que solution de celui-ei.

IVE -

a) Veérifier que : Vpe IN, Vi[[0, p]], |n =(2MY .

b) En déduire gue, pour tout £ £ [R &t pour tout entier ¢, alors ;

|1 (8] = (247

PR = .'{

On suppose dorénavant que b est une application de [ dans € développable en
série entiére sur un intervalle J-a, af (o= 0) inclus dans 1. On note r le rayon

do convergence de la aérie ontidre Ebr"-'{{l} z' et on suppose que r=2M .

IV.F -

a) Montrer qu'il existe i élément de [0, af tel que la suite de fonctions (f

lpem
définie par : il

]
VPEIN WVigl, f i) = § 70, i)
g =i
converge sur |-f, f[.
On note £ la limite de cette suite de fonctions, définle sur [-B.p[ .

b} Prouver que f est de classe ¢ sur J-p.B[.

IV.G: - Justifier que f est une solution de {L;) définie sur l'intervalle sur |-g. f{.

IV.H - Prouver que f est de classe ©° sur |-f. B[ et que pour tout entier k=0,
ona;

(&),

viE)-f Bl e = lim £
I ==

IVI- 3t R, onnote E(t) sa partie entidre,
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On se propoge, de cette question, de démontrer que f est développable en s
entiére sur ]-f, . A cet effet, on introduit un élément = de ]-f. B[ puis, |
tout entier p de IV, I'application e de IR dans € définie par:
lr.-l:.f:--iI:_I_I{I:‘-:l-:l I In":ll'_l

[£CEh ]
est intéprable sur IR et préciser la valeur de

YpeNVIEIR, e () =
a) Montrer que, si p € IN, 15
intégrale sur IR .
b} Exhiber une application ¢ en escalier de Ik™ dans IR intégrable telle qu
¥peIN, YWielR, leat)] =eit).
¢} Conclure.
IV -
a) Qu'en déduit-on pour les solutions de {L;) sur l'intervalle |-g, [ 7
b) Les résultats précédents sont-ils encore valables si o, n'est pas égal & |

ana N see
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