Le probleme étudie la minimisation d’une fonctionnelle sur un espace de fonctions vérifiant y(0) =0
et y(1) = c. La premiére partie consiste a démontrer un lemme qui sera wlilisé dans la deuviéme partie.
Les troisiéme et quatriéme parties traitent de cas particuliers.

Dans un plan rapporté 4 un repére orthonormé d’axes Oz, Oy, le déplacement d’un point mobile M
est soumis & la contrainte suivante : lorsque le point occupe la position (z,7), sa vitesse algébrique a pour
valeur imposée v(x,y) oit v est une fonction donnée des deux variables réel les « et y. Le temps mis par
M pour parcourir un arc I' de classe C" dorigine O, d’extrémité A de coordonnées (1,c¢) et d’équation
y = ¢(x) ott p(0) = 0 et (1) = ¢, a donc pour valeur :
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PARTIE I

I désigne Vintervalle [0,1] et C* (I) espace vectoriel sur R des applications de [ dans R de classe C?
gur I, muni de la norme || , || définie par || f|| = sup |f(z)].

* zel

1. Montrer que I’ensemble I'' (1) des fonctions u € C* (1) telles que u(0) = u(1) = 0 est un sous espace
vectoriel fermé de C'(I). (On pourra prouver que la limite f d’une suite (fn) d’éléments de I (1)
convergente dans C(I), appartient a I'*(I)).

2. Soit a et b deux nombres réels tels que 0 < a < b < 1 et h la fonction définie sur I par :
vz € [0,a] h(z)=0
Vz € [a,b] h(z) = (z — a)?(b— =)

Vz €]b,1] h(z) =0

1
Veérifier que h € I''(I) et calculer f h(z)dz.

0
3. Dans ce qui suit, g désigne une fonction réelle définie et continue sur I. Montrer que ’application
G de I'}(I) dans R définie par :

G:ur Glu) = j; g(z)u(z)dz

est linéaire sur I''(1).
4. Montrer que, il existe zq € I tel que la fonction g vérifie 'inégalité g(2o) > 0, il existe un intervalle
[a,b] avec a < b inclus dans I et un nombre o > 0 tels que I’on ait :

vz € [a,b] g(z) > a.

En déduire alors que, pour que I’on Ejt %Vu € I''(I) G(u) = 0), il faut et il suffit que g soit la
fonction nulle. ¢ Mblre. Ko 5
5. G, est la forme linéaire sur I'}(I) définie par :

i
VueT(I) Gi(u) = fo ib)in)dr

On suppose que g € C*(I); montrer que (Vu € I (I) G1(u) = 0) si et seulement si g est constante
sur [.

6. On suppose dans cette question que g est uniquement continue sur iE,
Quelle valeur faut-il donner & la constante réelle ;2 pour qu’il existe une fonction u, € (1), dont
la dérivée est la fonction z +— g(z) — p?
Vérifier que, pour cette valeur de ¢, on a :

C = /G (u (@) da.

En déduire que (Vu € I (I) Gi(u) = 0) si et seulement si g est constante sur I.

PARTIE 11

1. ¢ étant un réel positif ou nul donné, T'2(I) désigne le sous-ensemble de C 1(I) dont les éléments sont
les fonctions y telles que y(0) = 0 et y(1) = ¢. Que peut-on dire de la différence y; — 31 de deux
éléments de T'5 (1) 7
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2. f: (z,t) — f(z,t) désignant une fonction réelle donnée, définie sur A = I x R, continue, ayant

une dérivée partielle 3 continue sur A, on considére I'application de (1) dans R :

1
F:Y o F(Y) = /0 (2, Y'(z)) dz.
F

Prouver que si y correspond & un minimum local de” , alors, pour toute fonction u € I'(I) non

nulle, "application :
1
G, :0—Gyu(0) = [ f(z, ¥ (z) + 0u/(z)) dz J
0

de R dans R présente un minimum local pour 6 = 0.
3. Soit u et  deux éléments respectivement de I'' (I) et T'}(I); vérifier que Gy est dérivable sur R, Inte g.aj&
donner Pexpression de G2, (6) sous forme d’intégrale et déterminer G.,(0). o hoiamEs
4. Déduire alors de ce qui précéde qu’une condition nécessaire pour que la fonction y € I'L(I) corre-
sponde 3 un minimum local de F est existence d’un réel A tel que y soit solution sur I de ’équation

différentielle :
Q{(I y)=A
dti=t
c’est & dire
INeR Vzel %—{(m, y'(x)) = A
PARTIE II1

1
On étudie le cas particulier v(z,y) = ﬁ’ pour un certain type de fonctions .
(838
1. «: z — afz) étant une fonction définie sur I, continue et croissante, telle que ¢(0) > 0, déterminer
P’ensemble I des réels A > 0 pour lesquels ’équation différentielle :

.
(Bx) (z) ) A

admet des solutions appartenant a C*(I). Pour tout A € I, exprimer sous forme d’intégrale la
solution particuliére yx € C*(I) de (Ey) telle que y»(0) = 0.
2. Soit k définie sur L par :

3 A
k() = ] ———dx.
o V(a(z))? — A2

a) Montrer que k est continue, dérivable et injective sur L.

b) On suppose désormais qu’il existe un réel strictement positif 3 tel que a(z) — a(0) > Bz pour
tout = de I. Montrer que k est bornée et en déduire que k posséde une limite finie K lorsque A
tend vers «(0).

3. A quelle condition doit satisfaire le nombre ¢ > 0 pour qu’il existe une valeur de A pour laquelle

() admette une solution y appartenant a I'g(I) ?

Cette condition étant supposée remplie, montrer que la valeur de \ est unique.

PARTIE IV

(supprimée)




