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Eoreuve : MATHEMATIQUES |

Calculatrices autorisées

Le probleme porte sur des déclinaisons de la lettre « C » dans différents domaines
des mathématiques. Les trois parties du probléme sont largement indépendantes.

Partie I - Etude d’un « C » matriciel

On considere la matrice a coefficients réels C € .#7(R
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On note (e1, €2, €3, €4, €5, €6, €7) la base canonique de R, etc I'endomorphisme de R’
dont la matrice dans la base canonique est C. Selon 1'usage, on identifie les matrices
colonnes a 7 lignes a coefficients réels et les vecteurs de R”.

Onnote f1, f2, f3, fa, f5, fo, f7 les vecteurs colonnes de la matrice C.

I.A - Image et noyau de ¢

Déterminer une base du noyau et une base de I'image de ¢, ainsi que le rang de c.

I.B - Restriction de ¢

On note F le sous-espace vectoriel de R” engendré par les trois premiers vecteurs
colonnes fi, f» et f3 de C.

LB.1) Montrer que F est stable par c.

I.B.2) Montrer que (fi, f2, f3) est une base de F, et calculer la matrice ® dans cette
base de I'endomorphisme ¢ de F induit par c.

I.C - Détermination sans calcul du spectre de ®

Dans cette question, on se propose de calculer le spectre de ® sans calculer son
polyndme caractéristique.

I1.C.1) Pourquoi 1 est-il valeur propre de ®?

Pag<

Concours Centre



le - Supélec 2010

Filiere P S|

IL.C.2) Peut-on déduire du seul calcul de la trace de ® que P est diagonalisable
dans .#3(C)?

1.C.3) Calculer ®*. A partir des informations complémentaires obtenues par le
calcul de la trace de ®?, déterminer le spectre de ®.
La matrice @ est-elle diagonalisable dans .#3(RR) ?

LD - Etude du caractere diagonalisable de C
I.D.1) Déduire des questions précédentes le spectre de C. On précisera 'ordre de
multiplicité des valeurs propres.

I.D.2) La matrice C est-elle diagonalisable sur C? sur R? Si oui, indiquer une
matrice diagonale semblable a C.

LE - Ftude d’une équation fonctionnelle

Notation : si f est une fonction de classe C! d’un ouvert % de R? (d > 1) vers R, on
note, pour tout entier i tel que 1 < i < d, d;f la dérivée partielle de f par rapport a
sa i-eme variable. Ainsi, la notation 9;f(x1, ..., x;) désigne la valeur de la dérivée
partielle de f par rapport a sa i-eme variable évaluée au point (x1,...,%;) € Z.

’ Dans cette sectlon on se propose d’etudler les fonct1ons f de classe C! ‘



Filiere PSI
Partie III - Des courbes pour la lettre « C »

IIL.A - Topologie de ¢

III.LA.1) Représenter .

III.LA.2) Préciser les propriétés topologiques suivantes de %
a) Est-ce un ouvert de R??

b) Un fermé?

¢) Une partie bornée ?

d) Un compact?

e) Une partie convexe?

III.B - Paramétrisation complexe de ¢

On rappelle que ¢ a été définie dans la partie II comme I'image de ’application

7
: E, LS N R?,t — (cost,2sint).
4’ 4
Dans cette question, on va chercher une paramétrisation complexe de ¢, de la
forme 7
z: {Z, :} — C,t— p(t)e?D),

w7 . , N
—, 4} vers IR, la fonction p étant a

ol p et 6 sont deux fonctions continues de [ 1

valeurs strictement positives.

7
IMI.B.1) Calculer p(t) pour tout t € [Z, 471 .

III.B.2) Représenter sur la calculatrice I'arc paramétré
g |57 e (t)elt
. 4 7 4 7 P 7
et reproduire sommairement la courbe sur la copie. Quelle lettre cette courbe évoque-
t-elle?
IILB.3) A partir de I'expression de 7(t), calculer tan 6(t).
IIL.B.4)

7
a) Représenter la fonction ¢ — arctan(2tant) sur la partie de l'intervalle {Z, 47:1

sur laquelle cette fonction est définie.
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