Dans tout ce probléme, E désigne I'espace vectoriel ( réel ) des applications continues de [0, 1] dans R

muni de la norme: IIfll ., = sup If?)]
tel0,1]

1- Soit fe Eet neN* (ensemble des entiers naturels non nuls ). Pour tout x de [0, 1] on pose :
f
) =] =L g o
o :
a- Démontrer que chaque application : h;: x+— X’ g (—t)™" ft) df est de classe C " sur [0,1]

b- En déduire que la fonction g, est n+1 fois continiment dérivable sur [0,1] ,que :

v B [ x=0"" (o41)
pef0.nt g¥ (x)—(.)f 5ol fit) dt et calculer g

2- Soit ¢, I'application de E dans E définie par : @a(f) = gn

a- Démontrer que ¢, est linéaire de Edans Eetque: VieE  llgnl)ll, < S 1),

b- Démontrer que ¢, est injective. Est-elle surjective ?

kilx,t)=

3- On considre l'application k ; définie sur [0, 1]° par : { e sl O<t<x<t

1
0 sit f=x
et l'application K définie sur E par : f— K(f) o K(f(x) = % kq(x,t) fit) o

a- Démontrer que K est un endomorphisme injectif de E .
b- Démontrer que : YneN @, =K™ =KoKo..oK (fonction composée n+1 fois)

¢c- Soit A € R une valeur propre de K . Démontrerque : VneN  |2|"< 1

d- Déduire de ce qui précéde I'ensemble des valeurs propres de K.
e- Soit fe E ; démontrer que I'équation  (ld—K)(g) = f admet pour unique solution dans £

X
l'application g définie sur [0,1] par: g(x)=1fx) +£ et fit) dt



