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e et

Dans tout le texte E désigne un R-espace vectoriel de dimension finie n = 1. On note id
endomorphisme identité de B, Mn(R) le R-espace vectoriel des matrices réelles carrées de
taillen

Si By &t By sont des sous-espaces yectoriels de E supplementaires, c'esi-a-dire _E‘ = E 8k,
on appelle projecteur sur By parallelement & By Vendomorphisme p de E qui, & un vecteur x
de E se décomposant comme £ = Ty + X5y BVeC (Ty, Fy) € By % E;, associe le vecteur 1.

- Caleul de distances & I'aide de projecteurs orthogonaux

Dans cette partie, on suppose en plus que l'espace E ezt muni d'un produit scalaire < - - =, ce
qui lul confére une structure d'espace euclidien, On rappelle que 1a norme euclidisnne associée,
notée || - ||, est définie par :

Yoe B ol = =555
Si F est un sous-espace vectoriel de E, on note P son orthogonal, et on appelle projecteur
orthogonal sur I, noté pe le projecteur sur F, parallélement & F*.
Enfin, sl x est un vecteur de B, la distance euclidienne de x 4 F, notée dix, F) esl le 1éel :

diz, F)=inf{flz—y] | yeF}

A Théoréme de la projection orthogonale ; soit F un sous-espace vectoriel de E et 3 un vecteur
de E. Rappeler sans démonstration, la formole permettant de caleuler diz, F) A |'aide du
vecteur prlz). . |

4. Cas des hypérplans © soit n un vecteur non nul de E et H Uhyperplan de E orthogonal &

i g 1 i i & 1
n, c'est & dire H = (Vect {n})*. Exprimer pour 2 & £, la distance diz, H) en fonction de
< .0 > et den]. ; |
3. Une application ; dans cette question uniquement, E = M (R} muni de gon produit scalaire
canonique : si A et B sont dans M (R}, et notant Tr la trace,
< A, B> =Ti{*AB).

Enfin on note H Pensamble des matrices de M, (R) dont la frace est nulle.

{a} Justifier que H est un hyperplan de M, (R) et déterminer HES
{b) 8 M est une matrics de M (R), déterminer la distance diM, H).

I, - Et pour une norme nen euclidienne ¥ Dans cette question E = R¥est miuni de lsf normme infinie
notée Nu & 6 @ = (71,%2) € B, Nalr) = max{jz|, e Cn pose _F = ‘v"ectl {{1,00} et
¢ = (1,1). Déterminer la diztance rinfintes du vecteur = & F, c'est-d-dire le réel

dofz, F)=inf{No(z—v) | ¥EF],

el p}éciser erizemble des vecteurs m pour lesquels cette distance est atieinte, c'est-d-dire
deelt, F) = N[z —m). Commenter.

Ptz

F eet le R-egpace vectoriel des fonctions f définies sur B, & valewrs réelles, de classe Ll sur By et
vérifiant f(0) = 0.

2
E; est I'ensemble des fonctions f appartenant & Ej et telles que la fonction £ — (@) soit intégrabls
sur R

E5 ezt 'ensemble des fonctions [ appartenant & By et telles que la fdnction £ s t__f‘[r,H? soit intégrable
ur R

(o note

i 1/2 1/2
, i)4? )
Mifi= UR (f—‘sl) dt} pour f € By No(f) = [j; (F(0)* de| pour fe B
Le but du pr;bléme est de comparer les ensembles E; et Ea d'ume part, les fonctipns Ny et Ny d'autre
part.

1. S0it f une fonction quelconqgue appartenant & By (done de classe 0 et telle que [0 =0). On
associe & f dewx fonctions g et b définies sur R par g(t) = %,_? et hit] = = pour tout ¢ > 0.
O pose o = (00,

1.1. Quelle est la lHmite de hit) (respectivement de glt)) quand t — 07
1.2, Exprimer f'(t) = v29'(2) en fonction de At) Jorsque t € R

1.3, Quelle est la limita de v/T4'(t) (respectivement de g(th = ¢'(£)) lorsque t — 07 7
(on exprimera les résultats en fonction de o = f'(0)).
1.4. Etablir, pour = > 0, la relation -
® [ (F0F e=g6@rs [ (Vo) degf (0
Mk 0.3 12,51
{aprés avoir justifis Vintégrabilité sur |0, 2] de chacune des fonctions qui intervienment).
2. Comparaizon de ) ot E;.
2.1, Déduire de la relation (R) linclesion B2 C E;.
2.2 Les enssmbles E; et Fp sont-Hs égaux T (On pourea considérer la fomction ¢ sint)
3. Comparaison de Ny et N,
3:1. Montrer que Ej est un sous-espace vestoriel du R-eepace vectoriel By,
On admettra sane justification que Ny et Ns sont des normes sur espace vectoriel Es.
3.2. Justifier Vindgalité Ni(f) < ZNu(f), pour fig By
3.3, Pour n € N*, on définit sur Ry la fonction f, par fo(t) = e "sin (nt),
Vérifiar qua f, € E; pour tout ri. € N et caleuler Nal ).
3.4. Les normes Ny st N3 sont-elles équivalentes sur Bz 7

4. Beit f appartenant & F;: en utilisant la relation [ R) montrer que o(t) admot wie limite lorsgue
£ =+ oo gquelle est cette limite T



