On désigne par N I'ensemble des enliers naturels, par N¥ ["gnsemble N privé de O etpar K

I'ensemble des nombres réels.

¥ = A e . - 5 u
Erant donné un entier natrel 1, 00 NOLE flo, n]] Vensemble des entiers nmaturels & 1els que

b=ksn,

cients réels 1, pour A€ N , on nate K, [1] ie sous

Onnote Rlx] Pespace des polyndmes a cocfli _
On identifiera le polyndme

espace de Rl.r'] des polyndmes de degré inféricur au égul 4 K
Pe erl avec la fonclion polyndme associée.

On note - % I'espace des fonclions connnues définies sur I'intervalle |- L1] et @ valeurs dans R,

i i i . : 'espace
on nole y? I"espace des restricions 2 |- 11] des polyndmes de R[J.j ¢l on note ./L’?E I'espi

des restrictions 3 1—5,1'] des polynbmes de Rklx-} _ Par abus, on appellera polyndme une
e (
foncuon de hid

Le bul du probléme est de définir une méthode de calcul approché d’une famille d'i ntégrales.

I. on éudic une famille de polyndmes. La partie 11 utilise une struclure d’espace

Dans la parlie e
ul exactle de certaines integrales.

i H L) |
préhilbertien réel de 1'espace l(ﬂ pour obtenir une farmule de cale

La partic 11} conduit i la méthode de calcul approché annoncees.

Dans toul le probléeme, » désigne un entier naturel. Pour tout entier e N, on définit la fonction

t.e€ par: pourtour xe [-11], £ (x)=cosln Are cos x).

PARTIE 1

o

1. Simplilicr les expressions de £, £, £, §, el constater que ces fonctions ont des expressions
polynomiales, que 1"on explicitera.

2. Tracer, sur un meéme dessin, les graphes de [, I, 7, et I, . Préciser les racines et les extremums

de chague fonction.
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Pour ne N*= et ke [iﬂ',n —1]], en note @, = I el X =cos ()

n

3. Pour ne N#, déerminer les racines de la fonction [, . Montrer que les racines de [ son
deux & deux opposées.

4. Onsuppose Ventier nz 2. Soit pe [Jn—1].

=l
4.1 Calculer la somme Z{’Illﬂ' i
ke

i
4.2 Montrer que 3.1, {x,)=0.

e

Pour xe I 1.1] . le changement de vanuble bijectif &= Arc cosx |, permet d’écrire [ I[x:,|= cos (rnih
avee fe [D.J?}.

S. Pour nz1,exprimer f,. (x)+1,_ (x)en fonctionde x eide I {x).

6. En déduire que pour towl n€ N, la fonction I, est la restriction & intervalle J— 11]] d'un
polyntme T, de R!,J;T. Préciser le degré de 7, et le coefficient de son terme de plus haut
degre.

7. Montrer que pour toul entier 12 1, le polyndme T, n'a pas de racine complexe non réelle.



PAKIIE 11

£x)

Soil f une fonclion de € Montrer que la fonction x Hﬁ est intégrable sur |- L1].
=%

i x"
Pour ne N , on note !":J dx.
; ";I—x‘

2.1 Calculer [, et I,.

2.2 Pour n=2 . donner une relation entre [, et [, (on pourra, entre autre méthode, uliliser

le changement de variable = Arc cos.x).

2.3 En déduire les valeurs de /., et f,. Quelle est la valeurde f,, ., pour pe N ?

Définition d'une structure préhilbertienne réelle sur e

[(gl)

1

3.1 Montrer que I'apphication de ‘fx fdans R définie par (f,g )< _,F'|g = J_I,"

| Gy
et i 0 i
définit un produit scalaire sur (C

3.2 Montrer que la famille de fonction [, pour pe I_[U,HJ]‘ est une base orthogonale de

I’espace vectoriel ﬁ.’)ﬂ :

Calculer la norme de chaque fonction 1.

3.3 Déduire de ce qui précéde que, pour tout nzl et tout ke HD.H—]]] . ON d

.[ L (Al dy =0

Pyl=a7

Cn veut montrer qu'il existe-trois réels  qy,q,a, uniques, tels que pour toul polyndme

s = j?_q. on i
(1 Jql:%% iy = {:L,P[%E]+<;JP({})+ aﬂp[%]_

4.1 On suppose que 'égalité (1) est satisfaite par tout Pe ﬁ?j. En prenant successivement les

polynémes P définis par P(x)=1, P(x)=x. P(x)=x", déterminer les réels a,,q,.a, .

4.2 Montrer que le triplet (¢,.4,4,) trouvé convient pour les polyndmes P définis par
Plx)=x' puis P{x):r‘.

En déduire que 1'égalité (1) est vérifiée pour toul polyndme Pe 77, .

. calcul d'une intégrale.

W
i
=

5.1 Montrer que la fonction x5 - est intégrable sur Pif.
1.;xil - H

4
1 X
5.2 Calculer 'imégrale J =I : dx |, & aide du changement de variable r=2x—1 et
":,n]xil—xi

de la formuale ().



