Soit & un nombre réel, on rappelle que s’il existe un nombre entier p qui vérifie |p — z| < % alors
p est I'entier le plus proche de z.

Objectifs.

L’objet du probleme est d'une part d’étudier, pour tout entier naturel non nul, I’entier naturel
By le plus proche de e~ 'n! et d’autre part, d’étudier I’écart 6,, = e~ 1n! — 3,.
I - Les suites o et (3.

On définit la suite o par ag = 1 et la relation de récurrence :

VneN, apr = (n+ay, + (=1)"*
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On rappelle que pour tout x réel, la série ) %7 est convergente, et que » & = ¢e”; en
n>0 ) n=0
particulier, pour x = —1
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I1.1. Etude de la suite a.
I.1.1 Expliciter oy pour k dans [|0, 4]].
1.1.2 Montrer que «,, est un entier naturel pour tout n de N.
1.2. Etude de la suite £.
I.2.1 Expliciter §j, pour k dans [|0, 4]].
1.2.2 Montrer que 3, est un entier relatif pour tout n de N.
1.2.3 Expliciter 5,11 — (n+ 1)5, en fonction de n, pour tout entier n de N.
I.2.4 Comparer les deux suites « et (.
1.3. Etude de p,.
I.3.1 Préciser le signe de p,, en fonction de ’entier naturel n.
1.3.2 Etablir, pour tout entier naturel n, 'inégalité suivante : n!|p,| <
est-elle stricte ?
1.3.3 Déduire de ce qui précede que pour tout entier naturel n > 1, 3, est I’entier naturel
le plus proche de e~'n!.
1.4. Etude d’une fonction.
On désigne par f la fonction définie et de classe C' (au moins) sur Uintervalle | — 1,1[ &
valeurs réelles, vérifiant les deux conditions :

f0)=1 et Voe]-1,1[, 1 —2)f'(z) —xf(x) =0
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I.4.1 Justifier l'existence et l'unicité de la fonction f. Expliciter f(z) pour tout z de
| —1,1].

I.4.2 Justifier affirmation : “f est de classe C* sur | — 1, 1[".

I.4.3 Expliciter (1 — z)f(x), puis exprimer pour tout entier naturel n :

(1= a)f" (@) = (n+ 1) f" ()

en fonction de n et de x.
I.4.4 En déduire une relation, valable pour tout entier naturel n, entre 3, et f™(0).



IT - Sur 6, = e n! — 3,.

Pour tout entier naturel n, on note :
— 0, = e nl — B,.
—J, = fol x"e® dz.
— v, = (=)™ J,.
I1.1. La série > v,.
n>0
I1.1.1 Quelle est la limite de J, lorsque n tend vers 400 ?

I1.1.2 Etablir la convergence de la série ) v,.
n>0
I1.2. Estimation intégrale de J,.

I1.2.1 Justifier, pour tout nombre réel = et pour tout entier naturel n, ’égalité :

T - xk ’ (CC — t>n t
k=0

I1.2.2 Déduire de (1) I'expression de 6, en fonction de v,,.
I1.3. Sur la série )’ J,.
n>0
Justifier la convergence de la série > d, ; la convergence est-elle absolue ?
n>0

. . 5n ) .. on
I1.4. Sur la série ) % Justifier la convergence de la série ) %
n>1 n>1



