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exp(in’r)
2n
1
Pour tout x € R, la série de TG u,(z) est absolument convergente (Z on est géométrique convergente)

1. Soit u,, =z + pour n € N.

d’ou lexistence de f(x).

— Pour tout n, u, est continue sur R,
— Nunl®, = o donc E Uy, est normalement convergente sur R,

donc f est continue sur R.

too 2k 2
2. Soit (Ily) : 7f est C* sur R et fF) = 2 * Z M”.

271
n=1
(IIp) d’apres la question 1).
2%k 2
Supposons (II;) pour un k € N et soit v, = = — %n(mx) pour tout n € N*.
— Pour tout n, v, est C! sur R,
n2k+2
— |n B, = —n o n?*2 = o((4/3)") donc ||v},||%, = o((2/3)") et Zv; est normalement convergente
sur R,
- Zvn converge simplement sur R,
d’out (IT41) : par récurrence, (Il;) pour tout k € N.
En particulier, f est C* sur R et pour tout (p,z) € N x R, fP(z) =" Z exp in 1:)
.. 00 2
P nP
3oa,=— Y —.
|
P = 2n

Soit z # 0 et w, = a,x”. Prouvons que lim |w,| = +oo.
p——+oo

p! ~ /27 (p/e)p-

2 2p 2p2p
Z oan = 271 T
—
2P 1 '
|wp| e |z |? TNCTTIEIBE =« (|x|2pe) /P ol o ne dépend pas de p, d’ou le résultat.

La série de Taylor de f est de rayon de convergence nul (ie f est un exemple de fonction C*° non dévelop-
pable en série entiére).
) exp(in’r) . , o )

4. Notons maintenant t,2(z) = —on— pourn € N et t,,(x) =0 si m € Z n’est pas le carré d’un entier.
Ztn est une série trigonométrique de somme f; il reste a justifier que c’est la série de Fourier de f (en
respectant le programme).

On remarque que f est bien 2wr—périodique et continue par morceaux sur R, donc admet une série de

Fourier Z cn exp(in.).

Soit m € Z. ¢ (f)

27 +00 . n2_mx
o [ 3 o) s o) = )

1
Nl [|1027) = o0 donc Zyn CV normalement sur 'intervalle compact [0, 27] et on peut intégrer terme &
terme :

o 1 +°O2776mn 1 )
Z/ Yn(x dx——z ,d’oflcm(f)ZZ—nsim:n et ¢, (f) = 0 si m n’est pas

n=0 n=0
le carré d un entier, CQFD.

Les 3 thm de convergence des séries de Fourier peuvent s’appliquer :

CV pour la norme ||.||2 et thm de Parseval puisque f est continue par morceaux.

CV simple vers la régularisée (thm de Jordan-Dirichlet) puisque f est C* par morceaux.
CV normale sur R puisque f est C! par morceaux et continue.
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[ > restart;

> with(plots):
War ni ng, the nanme changecoords has been redefined
> u:=n->exp(l *n*2*x)/ 2"n;

(nle)
e

> s:=n->sunm(u(p), p=0..n);

n
s:=n - Zu(p)
p=0
> conpl expl ot (s(20), x=-Pi..Pi);

0.6
0.4+

0.2

NSRS =(n, p)->l"p*n*(2*p)/ 2"n;




o (2D)

. " n
v:i=(n,p) - o
> a:=sun(v(n,p),n=0..infinity)/p!;
0o Ipn(zp)
n=0 2n

p!
> aa: =[ seq(sinmplify(subs(p=k,a)), k=0..9)];

181945 34082521I -1872771173 -3547114323481
20 ' 24 840
354376978798757 161215936345564063 | }

1344 ' 8640
> G =p- >abs(sun(aa[ k+1] *x*k, k=0..p));

p
Z a'ak+lxk‘
k=0

> plot([seq(& p),p=1..5)],x=-0.1..0.1, col or=[blue, red, green, yel | ow
, cyan]);

aa:= [2, 61,-75,-15611,

G=p-
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