019-C04

1. Il semble que f soit continue en (0,0). Prouvons que
(1): Ve >0, Ja >0, VV = (z,¥), [V <a=|f(V)| <k,
en choisissant la norme ||.|[o sur R? (toutes les normes sur R? sont équivalentes).
Soit a >0 et V = (x,5) € R? tel que 0 < ||V]|o0 < a.

=1y
<
OIS

lim 50 + a? = 0 d’on, pour tout £ > 0 Pexistence de a > 0 vérifiant (1).

a—0
%
2. Doy f(c) = lim LEHTT = F(0)

T 5
+z|ly[+2ly| et 2t +y® > 22%|y| (car (z*~|y[)*> > 0) donc | (V)| < |—2|+|:E|\yl+2\y| < ota.

= aD; f(c) +bDyf(c) et T est unitaire ssi 77 = (cos6,sin 0) pour un 6.

t—0 t
3. f a 3 points critiques, pcl = (1,0), pc2, pc3.
3
f,y)=-— 7 i 5 change de signe pour y = 0 donc pcl n’est ni un max. ni un min..
Yy

Le terme en r2 du développement demandé prouve que f (pc2) est un max. local et f(pc3) un min. local.
f(x,z) ~ 2% — +oo donc f n’a pas de max. global.

T—+00
De méme, en étudiant f(x,—z), f n’a pas de min. global.

4. Dy f(0,0) =0 et Dyf(0,0) = —2 en cherchant les limites de taux d’accroissement.
Elles sont discontinues : en effet Dy f(x,2%) —,_,0 1/2 # D1£(0,0) et Dof(x,0) =4 50 00.
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[ > restart;

[> with(plots):

[ > f:=x"3*y/l (x"4+y"2) +x*y-2*y,;

Xy

X +y?

"> plot3d(f,x=-1..1,y=-1..1);

fi:=

+Xy-2y

> di =factor(diff(f,x));d2:=factor(diff(f,y));
_Y (X3 Y+ 2x Y +y)

2
¢ +y)
. X =Y+ +2x Y +xy -2 —axty? -2y

di:

2
, (X' +y)
( > h: =subs({x=1, y=1}, d1*cos(t) +d2*sin(t));



h ::gcos(t) —sin(t)

> maximze(h, t=-Pi..Pi,location):

@,{{{t:—arctan(gj},@}}
I 2 3 2
"> s:=[sol ve({dl, d2})];

5;:|:{y:O,X: 1},{y:O,x: 1},{
1 2 2
y=7 RootOf(3_Z* + 314 RootOf(3_2° =5 _2 +1) - 73, label =_L1),

X =RootOf(3_7°-5 Z+1)} }

> ss:=[al | val ues(s[3])];

{ 5 f J 566 - 157@ f | -566 - 157f

{x=g+ S+ y=-

5 ﬁy_%—sssﬂswfs}{ 5 f _ A 566+157f
6 6 9 ’

9

> eval f(ss[3]);
{ x=0.2324081207, y = 0.02972096570}
S pcl: =s[1]; pc2: =ss[3]; pc3: =ss[4];
pcl:={y=0,x=1}

5 f _«/—566+157«/173}

c3 =
p {x= 9

> g::subs({x:x+r*a,y:y+r*b},f),

(x+ra)’(y+rb)

(x+ra) +(y+rb)?
> gg: =series(g,r, 3);

St (x+ra)(y+rb)-2y-2rb

3 3
Xy(2yb+4x a
, X’b+3x°ay- ¥ Z )
[xy + 2j+ x+y2 +xb+ay-2bjr+|ab
= Xy - -
,  Xy*+6xXa®) X (Xb-xby'-ayx'+3ay’)(2yb+4x’a)
3x’ab+3xa’y- . - :
X +y2 4
(x*+y*)

X +y?



r>+0(r)
"> ggl: =subs(pcl, gg);

i ggl = O(r®)
[ > gg2:=sinplify(subs(pc2,qgg));

g2: =coeff(gg2,r, 2);

pl ot 3d(qg2,a=-1..1,b=-1..1);

2./ -566+1574/13 (-343 + 95/13)

27 (-263+734/13)
+ 10285273 a2 | ~566 + 1574/ 13 +/13 — 37084079 a1/ -566 + 157 /13

+ 1548873«/ ~566 + 157/ 13 b? - 429579J ~566 + 157 4/ 13 4/ 13 b?) / (9
3
(-263+734/13) ) r? + O(r®)
g2 1= — 4 (642608166 a b — 178227438 a b4/ 13 + 10285273 & J -566 + 1574/ 13 4/ 13
— 37084079 a° J ~566 + 157 4/ 13 + 1548873 J ~566 + 157 /13 b°

— 429579/ 566 + 157+/13 113 17) / (9 (=263 +734/13))

gg2:= - — 4 (642608166 a b - 178227438 a b +/ 13




"> gg3: =sinpl i fy(subs(pc3, gg));
g3: =coeff(gg3,r, 2);
pl ot 3d(qg3,a=-1..1,b=-1..1);

e 2./ 566+ 1574/13 (~343 + 95,/13)
99 27 (-263 + 734/13)

+10285273 a° J ~566 + 1574/ 13 4/ 13 — 642608166 a b + 178227438 a b/ 13
+ 1548873/ -566 + 157/ 13 b? - 4295794/ 566 + 157+/13 4/13 b7) /(9
3
(=263 +734/13) ) >+ O(r®)
03 := 4 (-37084079 & J ~566 + 157 4/ 13 + 10285273 &° J ~566 + 1574/ 13 4/ 13
— 642608166 a b + 178227438 a b/ 13 + 1548873 J ~566 + 157/ 13 b?

~ 429579/ -566 + 15713 4/13 b?) / (9 (263 + 73./13))

+ 4 (-37084079 a° J -566 + 157 4/ 13




> f x: =subs({y=0}, f/x);

fx:=0

"> fy:=subs({x=0},f/y);

L fy:=-2
> plot3d(dl, x=-0.1..0.1,y=-0.1..0.1);




> plot3d(d2, x=-1..1,y=-1..1);




> subs(y=0, d2);

X' +x0-2x8




