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— Existence-Unicité :

® est une forme linéaire et (P,Q) — (P, Q) = ZP(k)Q(k) est un produit scalaire sur F = R,,[X] donc
k=0

il existe un P € E et un seul tel que ® = (P,.) (isomorphisme a € FE < (z +— (a,z)) € E™).
— Existence-Unicité et expression de P, :

Pour tout P € E =R, [X], ¥p = (Q — Z P(k)Q(k) est une forme linéaire sur E ainsi que ¢ donc, pour
k=0

Yvp =0 = VQ e B, Yp(Q) =2(Q),

toute base B de F :

X —i
en particulier, en prenant pour B la base de Lagrange | L, , = ]-_-[ k—1 7
0<i<mizk (k=0..n)

bp=® = Vke [0,n], bp(Lok) = B(Log) < Vhe [0,n], P(K) = (Lo,

et on sait que la décomposition de tout P € E dans la base de Lagrange (L, ) est P = ZP(k‘)Ln);c
k=0

n
donc ¥p = ® a une solution et une seule, qui est P = Z ®(Ly, ;)L ;-
k=0
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[ > restart:

. Méthode 1 : on raisonne pour trouver l'express®f dn au moyen des polyndmes de Lagrange

[ > Lag:=(n,k)->product((t-i)/(k-i),i=0..(k-1))*product ((t-D)/(k-1),
i=(k+1)..n);

o ({2 12

> Phi:=f->int(f,t=0..1);

> P:=n->sum('Phi(Lag(n,k))*Lag(n,k)','k'=0..n);

n
P:=n- ), '®(Lag(n,k))Lag(n,k)
k=0
> L:=[seq(sort(expand(P(n))),n=0..5)];
1 1 3 54, 49, 145 '3 109 1825, 1183, 3599 251
L= 1,—,——t +—t+ —tUt+—_——t+— 4+ - r+ t+ ,
2 2 4 12'9 24 72 8 432 864 216 864 720

53 5 26413 60481 45517 178031 95}

| 450 17280 8640 3456 21600 288
' Méthode 2 : on tente de résoudre le probleme "Bhag@n(Q(k)P(k),k=0..n) pour
| Q=1,X,X"2,....X"n" ie "1/(i+1)=sum(k"i.P(k),k=0..rour i=0,1,..,n"
[ > p:=proc(n)
local s,sys,sol;
s:=sum(‘a[k]*t"(k-1)','k'=1..(n+1));
sys:={seq(sum('subs(t=j,s)*j"",'j'=0..n)-1/(i+1),i =0..n)};
sol:=solve(sys,{seq(alk],k=1..(n+1))});
return subs(sol,s);
end,
p :=proc(n)
local s, sys, sal;
s:=sum'a[K]ONk-1)',)k=1..n+1);
sys:={sedsun('subgt=j s)N',j'=0..n)—-1/(i+1),i=0..n)};
sol :=solvgsys {seqalk] k=1..n+1)});
return subgsol s)
| end proc
[ > l:=[seq(sort(p(n)),n=0..5)];Il:=[seq(p(n),n=2..5)]:
[ 1 1,,3,545 49, 145 '3 109, 1825, 1183, 3599 251
=1, -, —t°+—t+ ——t -—t+—t+- s t - t°+ t+——,
2 2 4 12'9 24 72 8 432 864 216 864 720
53 5_ 26413 60481 45517 178031 95}

t+
L 450 17280 8640 3456 21600 288
[ > plot(ll,t=-1..5,legend=[seq(convert(i,string),i=2.. 51);
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