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b)

Il semble que (f3,,) soit convergente de limite L ~ 0.3678794412.

—+oo n k
-1
Par produit de Cauchy : f(z) = g cpz ol ey = E (=1) pour tout x €]—R, R[ avec R > min(1, +00) = 1.
0

|
= K
=0
D’autre part, f(x) —zf(z) = Z —a" pour tout x € R et f admet un DSE sur | — 1, 1[ (par produit
n!
n=0
—+oo
de fonctions admettant des DSE) de la forme Z lpz”.
=0
+oo “+oo +oo (_17;71
Vo e] —1,1] Z lpa™ — Z lp_12" = Z - 2" donc par unicité du DSE :
n=0 n=1 n=0

(="

lo=letVYn>11,—1,_1= ,
n!

et si on pose Vn, h,, = nll,,
ho=1letVn>1, h, —nh,—1 = (-1)"
donc Vn € N, h,, = a,, et I, = S3,.
L’ensemble de définition de f est R\ {1} donc le rayon de convergence de sa série de Taylor est R < 1.
D’apres le produit de Cauchy (b)), R > min(1,+o00) =1, donc R = 1.

(cn) est une suite convergente de limite 1/e # 0 donc la série Z cnx™ est divergente (grossiérement) pour

r=-—1.
—+oo

f(z) = Z cpx™ est donc vrai si et seulement si z €] — 1,1].

0
Rem : Vn, ¢, =1, = 8, donc la conjecture du a) est prouvée et L =1/e.



. 019-102
[ > restart:
[ > suiteA:=proc(n)
local a,i,aa;
a:=[1];
forifrom1tondo
aa:=i*afi]+(-1)"N;
a:=[op(a),aq]
od;
return a;
end,;
suiteA := proc(n)
local &, i, aa;
a:=[1];foritondoaa:=il&A[i] +(-1)N;a:=[op(a), aa] end do; return a
| end proc
[ > a:=suiteA(31);
a:=[1,01, 2 9 44 265 1854 14833 133496 1334961 14684570 176214841
2290792932 32071101049 481066515734 7697064251745 Q398379664
2355301661033953 44750731559645106 89501463119290P8295307255050944540
413496759611120779881 9510425471055777937262 2282302338670494289
5706255282633466762357224 14836263734847013582128782
4005791208408693667174771274 1121621538354434228898873
3252702461227859257745914274516 975810738368357377328235481
3025013288941909109703700275299910]
[ > b:=evalf([seq(a[i+1]/i!,i=2..6),seq(a[10*i+1]/(10*i )i=1..3)]);
b :=[0.5000000000 0.3333333333 0.3750000000 0.3666666668@35556

0.3678794643 0.3678794412 0.3678794)12
[ > fi=exp(-x)/(1-X);

[ > ff.=series(f,x=0,32);
1 1 3, 11 53 s 103 7, 2119 16687 16481 10
=1+ +-xC+=x+—X X + X 8+ ®+ +
2 3 8 30 144 280 5760 45360 44800
1468457 Ly 16019531 L2, 63633137 34 2467007773 14, 3436189398115+
3991680 43545600 172972800 6706022400 93405312000
1554962475116+ 8178130767479 a7, 1\’:’»854715653140918+ 92079694567171 1o,
42268262400 22230464256000 376610217984000 250298560512000
428236665642536920 . 72289643288657479,, 6563440628747948887
11640679464960000 196503623737344000 17841281393295360000
3929927880601561131].23 992392223066689871714%

106826515449937920000 26976017466662584320000




7925354559213148281051%5 59345054939388054328515£§
215433472824041472000000 16131658445064225423360000
140062629664639638712404§9 4615726495285737558884510%%
38072970106357874688000000 1254684545727217532928000000
1161679450438521163480683669@; 33648646150633026804268078701§9
315777214062132212662272000000 9146650338351415815045120000000
277778998066291010992075323719 32

+O(x™)

X
| 755081602771159120084992000000
[ > d:=evalf([coeffs(convert(ff,polynom),Xx)]);

d:=[1. 0.5000000000 0.3333333333 0.375000Q000 0.3666666658@555556
0.3678571429 0.3678819444 0.3678791,887 0.367879464% 8134392 0.3678794413
0.3678794412 0.3678794412 0.3678794412 0.3678794487 8134412 0.36787944]12
0.3678794412 0.3678794412 0.3678794412 0.36787944%7 8134412 0.3678794412
0.3678794412 0.3678794412 0.3678794412 0.36787944%67 8134412 0.3678794412
0.3678794412]

> dd: =[seq(d[i],i=2..6),seq(d[10*i+1],i=1..3)];

dd :=[0.5000000000 0.3333333333 0.3750000000 0.3666666668UH35556

L 0.3678794392 0.3678794412 0.3678794)12
[ > permut:=proc(l)
local n,vu,i,p;
n:=nops(l);
vu:=[seq(0,i=1..n)];
forifrom 1tondo
if I[i]>0 and I[il<n+1 then
vull[i]]:=1,;

fi;
od,;
p:=product(‘vu[i]','i'=1..n);
if p=0 then
return false
else
return true
fi;
end,;
permut := proc(l)
local n, vu, i, p;
n:=nopgl);
vu:=[sed 0j=1..n)];
foritondoif-1<lI[i]andI[i] <n+1thenwl(I[i]] :=1end if end do;
p :=producf{'v[i]')i'=1..n);
if p=0thenreturn falseelsereturn trueend if
| end proc



> |:=[1,1,2,3]:permut(l);
false

> |:=[4,1,5,2,3]:permut(l);
{ true
[

>



