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1. Soit [—a, a] segment centré de | — 1,1[ de u,(z) = T
l|tn]| ¥4 < a™ donc Zun CVN sur tout compact de | — 1,1 et est a termes continus donc la somme

est continue sur | — 1, 1].

[\

. Vn, un(1/x) = uy(x) done Zun converge aussi sur | —oo, —1[ et |1, +o00[, f(1/x) = f(x) et f est continue
sur R\ {—1,1}. De plus Zun(:lzl) est divergente, donc il s’agit du domaine de définition.

3. Il semblerait que f admette une limite en —1 et tende vers +o0o en +1.
4. On prend z €]0,1].
1 n+1 dt n dt
@)= —— 4 W ()< " la 28me inégalité seulement
Up () Seh(—ning) onc/n Seh(—tna) = Up () /n Teh(—tma) a 2¢me inégalité seulemen
a partir de n = 1.
t Dt ety exp(—tInz) est L' ([0, +oo[) donc on somme :
e dt oo dt
_ < <1/2 _
/0 2ch(—tlnzx) — fa) =1/ +/0 2ch(—tlnx)
T dt too ot gt 1 T
/ —_— = / ——— = [~ arctan(e™)]{ ™ = — pour a > 0 d’out I'encadrement demandé.
o  ch(at) o 1+ (e)? ‘o da

—T

On divise par —7/(4Inx) et par gendarmes f(z)

Siz>1, f(z) = f(1/z) ~_ 4111_(;/33) - 417:1:::'

~ .
z—1- 4Ilnx

5. Ici —1 < x <0.
Les deux sous-séries" étant convergentes, on regroupe les indices pairs et les indices impairs et :

22k 221 gL g2k
ka ot vy, () = T otk T 1y ke O T T T g gk
t
ka x) est ATP (car t — e décroit sur [0,1] et 0 < |z|*T! < 22%) donc f est minorée 0 et

ka(—l ) est convergente (TG nul) donc g(z ka ) est défini pour z € [—1,0] et coincide avec
f(z) size]—1,0].
L’expérimentation Maple suggere que g n’est pas continue en —1 et que lﬁu{ri g= 171{?2 f=0.25.
La relation f(1/z) = f(z) dit qu’alors, on aura aussi li{n f=0.25.
22k
Ve e R\ {-1,1}, f(z) — 2f(= Zwk ol wg(x) = vk(m)—Zm = —vg(—x).
On a donc VazER\{ 1,1}, —f(= )+2f( %) = f(—xz) et on cherche lim 2f(2?) — f(x).

™
donc f(x?) . 3 donc il faut un developpement asymptotique plus précis.
x—
dt

Soit h = u — / —— . h € C*R) : on applique une formule de Taylor.
o 2ch(tlnx)
Soit n € N. h(n—1/2) = h(n)—1/2h'(n)+1/8h"(n)+R,(—1/2) et h(n+1/2) = h(n)+1/2h'(n)+1/8h"(n)+R,(1/2)
n+1/2
X W) + Ru(1/2) = Ru(=1/2).

Hélas f(x)

N1+ 4ln

donc, en faisant la différence, /

n—1/2 2ch(tlnx)

n+1/2 d+ “+oo dt +oo
v n n = ———R,(1/2)+R,(—1/2)d = —_—— R,(1/2)—R,(—1/2)).
@) = W) = [ s R (/2 R (1/2) done (@) = [ e S (R(1/2)=Ra(-1/2)

n—1/ / n=0

oo dt 1 Inx Inz z—1 t
/_1/2 Teh(tng) = m(w/2—arctan(exp(—7)), exp(—T) =1+ 1—T+0(:v—1) et arctan(14+t) =¢_,0 7T/4—|—§—|-0(t)
e At 1 z—1 T 1
d S By Sy 1) =t 2~ 4 o(1).
one /1/2 2ch(tInz) lnw(ﬂ/ * 4 tolz=1)) =pon 4lnz * 4 +o(l)
1/2

IR, (1/2)] < ( é i M3(1/2) on M3(1/2) majore [h"'| sur [n,n +1/2].
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W (u) = (IHQx)Q (ch(ullnx) - ch3(j lnx)) done [H(w)] < (111235)2 (Ch(uglnx))

(1/2)% (Inx)? 3 ~ (Inxz)?up(2)
vn 20, |Ba(1/2) < 3! 2 (ch(nlnx)) B 16

3 (Inz)? nz)2u,_1(z nz)?

Demémetn 2 1, [Ra(~1/2)| < P 0 <ch((n_31>1nx)>: et o (12 < BT

(neP(f@)+1)  xe
32 z—1+ 32

+oo
On a donc | Y " (Rn(1/2) = Ru(=1/2))| < =21+ o(1),
n=0

s
et f(.l?) —r—1+ m +

1
2f(2?) — f(x) =ps1+ Tna? +-————=+40(1) = 1/4 ce qui confirme 'impression Maple.




