Centrale 2010-2011

1. T) Soit P, = (X +1)" — (X — 1)". Factoriser P, sur C.
- k u k
En déduire ; cotan (2711 1) puis kl:[l cotan <2nj_ 1).

IT ) Soit u un endomorphisme symétrique de F.

(a) Montrer que f: E\{0} — R est bornée et atteint ses bornes. Exprimer ses bornes en
i (u(x), )
2
]
fonction du spectre de w.
(b) Montrer que f: E\{0} — R est bornée et atteint ses bornes.
(a,z) (b, x)
z 2
]
2 2 2
(c) Calculer les bornes de (z,y) — %
r? —ay+y
(Berr-Centrale) 017-961
2. 1) Trouver les polynémes P de R[X] tels que P(X?) = (X + 1)P(X).
IT ) Soient av,...,qy,, n réels strictement positifs de somme égale & 1 et x1,...,x,, n réels strictement
positifs.
Montrer que Z o > H z
i=1 i=1

n
Soit A symétrique, réelle, de valeurs propres strictement positives; montrer que det A < H Q-

i=1
Soit E un espace vectoriel de dimension finie, f un endomorphisme symétrique de valeurs propres stricte-
ment positives.

n

Montrer que si (eq,...,e,) est une base orthonormale de F, alors det f < H < f(e;),e; >. Peut-on avoir

Pégalité ? =

Montrer que si f et g sont deux endomorphismes symétriques, de valeurs propres strictement positives,

det f + det g < det(f + g). (Centrale) 017-072
3. 1) Montrer que, si A et B sont deux matrices réelles, carrées d’ordre n et qui commutent, det(A?4B?) > 0.

Montrer, plus généralement, que Yk € N*, det(A%* + B%) > 0.

On suppose det(A + B) > 0; montrer que det(A3 + B3) > 0, puis que Vk € N, det(A%* ! 4 B2+1) > 0,

IT ) Soient E un C-espace vectoriel de dimension n et v un endomorphisme de E'; on note T I’'endomor-

phisme défini sur L(F) par T'(v) =uov —vou.

Soit D une matrice diagonale; calculer DE;; et E;;D en fonction de E;; et en déduire que si u est

diagonalisable si T I'est aussi.

La réciproque est-elle vraie ? (Centrale) 017-076

4. T) Montrer que (P|Q) = Z P(k)Q(k) définit un produit scalaire sur R™.

k=—n
1

Montrer que H,, = {P € R,[X], / P(t)t = 0} est un hyperplan de R, [X] dont on donnera une équation
—1

dans la base canonique.

Trouver A; € Ry[X] tel que H; soit le noyau de ¢ définie par ¢(P) = (A1|P), puis calculer la distance de
X2 a Hy.

A B

k
0 A)' Calculer N*.

IT ) Soient A et B carrées d’ordre n et qui commutent ; on pose N = (

Pour P € C,[X], calculer P(N) en fonction de P(A) et P'(A).

Montrer que si P € C[X], non constant, n’ayant que des racines simples, annule N, alors P’'(A) est
inversible.

Montrer que N est diagonalisable si et seulement si A est diagnalisable et B = 0. (Centrale) 017-077



